
QUESITO ESERCITAZIONI MATEMATICHE del giorno 16 maggio 2016

Sia A una matrice simmetrica reale, essendo Aαβ = Aβα con α, β = 1, 2, 3. Sia Φ
una qualsiasi funzione scalare di A, tale che, per tutte le trasformazioni ortogonali
Q, si abbia

Φ (A) = Φ
(

Q A QT
)

. (1)

1. Provare che il set di scalari {TrA, TrA2, TrA3} costituisce una base funzio-
nale per la Φ (A) , cioé che per qualsiasi trasformazione ortogonale Q, sod-
disfacente la (1) avremo:

Φ (A) = Φ
(

TrA, TrA2, TrA3
)

.

Soluzione del quesito del 2 maggio 2016

Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n su cui sia definita una forma
bilineare simmetrica non degenerata φ : V×V → R e sia Q : V → R la forma qua-
dratica ad esso associata. Sia (s, r) la segnatura di φ, i.e. φ ha indice di negatività r
e indice di positità s. Supporremo inoltre r ≤ s = n− r.

1. Dimostrare che le massime dimensioni di sottospazi W ⊂ V tale che φ|W sia
definita positiva, negativa o nulla sono rispettivamente s, r, r.

2. Sia V0 l’ insieme dei sottospazi r-dimensionali W ⊂ V tali che φ|W = 0. Mo-
strare che esiste una corrispondenza biunivoca tra V0 e lo spazio dei laterali
destri O(s − r)\O(s), con O(s) e O(s − r) i gruppi delle matrici ortogonali
degli ordini indicati, ed O(s− r) immerso in O(s) tramite

C 7→
(

Ir 0
0 C

)
.

3. Dedurre che:

(a) r− 1 è la dimensione massima di un sottospazio lineare reale contenuto
nella quadrica di equazione Q = 0 in P(V).

(b) se s = r (e quindi n = 2r) esistono due componenti connesse di spazi
lineari reali di dimensione massima contenuti nella iperquadrica definita
dall’ equazione Q = 0 in P(V).

Pubblicheremo in breve la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO.

Soluzione del quesito del 18 aprile 2016



Sia f : [0, 1[→ R una funzione non decrescente e tale che
∫ 1

0
f (x)d x < +∞ .

Provare che
lim

x→1−
(1− x) f (x) = 0 . (2)

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO.

Osserviamo che possiamo ricondurci al caso f (x) ≥ 0 per ogni x ∈ [0, 1[. Infatti
poiché f è non decrescente, F(x) = f (x) + f (0) ≥ 0 per ogni x ∈ [0, 1[ e se la tesi
è vera per F(x), lo è banalmente anche per f (x). Allora possiamo supporre anche
che (1− x) f (x) ≥ 0 per ogni x ∈ [0, 1[.

Supponiamo per assurdo che (2) sia falsa.
Quindi esiste un ε > 0 tale che per ogni δ > 0 esiste x ∈]1− δ, 1[ con

(1− x) f (x) ≥ ε.
Per ogni n ∈ N consideriamo δ = 1

n in corrispondenza del quale esiste xn ∈
]1− 1

n , 1[ tale che (1− xn) f (xn) ≥ ε. Otteniamo cos una successione {xn : n ∈ N}
di numeri in [0, 1[ che converge ad 1 ed è tale che

f (xn) ≥
ε

1− xn
per ogni n ∈N.

Poiché limxn→∞ xn = 1 e xn < 1 per ogni n ∈ N, possiamo supporre, consi-
derndo una estratta se necessario, che la succession {xn} sia crescente.

Per ogni n ∈N consideriamo l’integrale
∫ xn

xn−1

f (x)dx, dove x0 = 0.

Si ha:

∫ xn

xn−1

f (x)dx ≥ min{ f (x) : x ∈ [xn−1, xn]} · (xn− xn−1) ≥ ε
xn − xn−1

1− xn−1
= ε

(
1− 1− xn

1− xn−1

)
.

(3)
Proviamo ora che esiste una successione {xkn} estratta da {xn} tale che:

lim
n→∞

1− xkn

1− xkn−1

= 0.

Consideriamo xk1 = x1. Poiché lim
n→∞

1− xn

1− x1
= 0 in corrispondenza di ε = 1

2

esiste m1 ∈N tale che per ogni n ≥ m1 risulta

1− xn

1− x1
<

1
2

.

Poniamo xk2 = xm1 . Poiché lim
n→∞

1− xn

1− xk2

= 0 in corrispondenza di ε = 1
3 esiste

m2 ∈N tale che per ogni n ≥ m2 risulta

1− xn

1− xk2

<
1
3

.
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Considerato ν2 = max{m1 + 1, m2} poniamo xk3 = xν2 .
In questo modo nasce la successione {xkn} estratta da {xn} tale che:

0 <
1− xkn

1− xkn−1

<
1
n

per ogni n ∈N,

e dove xk0 = 0. Per confronto segue che

lim
n→∞

1− xkn

1− xkn−1

= 0.

Abbiamo quindi che

lim
n→∞

1− 1− xkn

1− xkn−1

= 1

e in corrispondenza di ε = 1
2 esiste l1 ∈N tale che si ha:

1− 1− xkn

1− xkn−1

>
1
2

per ogni n ≥ l1.

Allora riscrivendo la (4) utilizzando al posto della succesione {xn} la successione
estratta {x′kn

}, dove x′kn
= xkn+l1

, si ha:

∫ x′kn

x′kn−1

f (x)dx ≥ ε

(
1−

1− x′kn

1− x′kn−1

)
>

ε

2
per ogni n ∈N.

Infine si ha: ∫ 1

0
f (x)dx ≥

+∞

∑
n=1

∫ x′kn

x′kn−1

f (x)dx >
+∞

∑
n=1

ε

2
= +∞,

che contraddice la nostra ipotesi iniziale.

Soluzione del quesito del 4 aprile 2016

Sia m la misura di Lebesgue su R e denotiamo con P la collezione di tutti gli
aperti U di R tali che m(U) < 1. Sia Q ⊆ P tale che per ogni coppia di elementi
distinti V1, V2 ∈ Q risulti m(V1 ∪V2) ≥ 1. Dimostrare che Q è al più numerabile.

Pubblichiamo la soluzione proposta dalla REDAZIONE.

Sia Q = {Us : s ∈ S} e supponiamo per assurdo che S sia non numerabile.

Fatto 1 : Esistono un numero reale δ > 0 e un insieme non numerabile
T ⊆ S in guisa che m(Ut) < 1− δ per ogni t ∈ T.

Dimostrazione Fatto 1 Per ogni k ∈ N sia Sk = {s ∈ S : m(Us) < 1− 1
k}. Visto

che si ha S =
⋃{Sk : k ∈ N} e S non è numerabile, deve esistere un k tale che Sk

non è numerabile. Basta allora porre δ = 1
k

e T = Sk.
Fatto 2 : Per ogni U ∈ P esiste un insieme finito F di intervalli aperti di R con

estremi razionali tale che
⋃F ⊆ U e m(U \⋃F ) < δ.
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Dimostrazione Fatto 2 Sia B la collezione di tutti gli intervalli aperti di R con
estremi razionali. B è una base numerabile per la topologia euclidea su R. Esiste
quindi una famiglia {In : n ∈ N} ⊆ B tale che U =

⋃{In : n ∈ N}. Posto
Jn = I1 ∪ · · · ∪ In, si ha limn→∞ m(Jn) = m(U) e quindi esiste un n tale che m(Jn) >
m(U)− δ, da cui m(U \ Jn) < δ.

Ora, per ogni t ∈ T fissiamo un insieme Vt, unione finita di elementi di B,
tale che m(Ut \ Vt) < δ. Poichè la collezione di tutti i sottoinsiemi finiti di B è
numerabile mentre T non è numerabile, esistono indici distinti t, t′ ∈ T tali che
Vt = Vt′ . Ma si ha m(Ut∪Ut′) = m((Ut \Vt)∪Vt∪Ut′) = m((Ut \Vt)∪Vt′ ∪Ut′) =
m((Ut \ Vt) ∪ Ut′) ≤ m(Ut \ Vt) + m(Ut′) < δ + 1 − δ = 1. L’ultima formula
contrasta con la scelta fatta di Q e ciò conclude la prova.

Soluzione del quesito del 21 marzo 2016

Calcolare - al variare del parametro α reale positivo - il seguente limite

lim
x→0+

1
xα

x∫
0

arctang t
x + t2 dt

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO.

Proviamo per prima cosa che per ogni x positivo e per ogni t ∈ [0, x] si ha:

t− t3

3
≤ arctan t ≤ t.

Consideriamo x ∈ R+ e le funzioni ausiliarie f (t) = arctan t− t + t3

3 e
g(t) = t− arctan t definite nell’intervallo [0, x].

Si ha che:

f ′(t) =
t4

1 + t2 e g′(t) =
t2

1 + t2 .

Quindi f ′(t) ≥ 0 e g′(t) ≥ 0 per ogni t ∈ [0, x]. Di conseguenza f (t) e g(t) sono
ambedue non decrescenti nell’intervallo considerato e, poiché f (0) = g(0) = 0, si
puó conludere che

f (t) ≥ 0 per ogni t ∈ [0, x]⇒ t− t3

3
≤ arctan t per ogni t ∈ [0, x]

g(t) ≥ 0 per ogni t ∈ [0, x]⇒ arctan t ≤ t per ogni t ∈ [0, x].

Quindi si ha:

t− t3

3
x + t2 ≤

arctan t
x + t2 ≤

t
x + t2 per ogni t ∈ [0, x],

e per una nota proprietà degli integrali segue:

∫ x

0

t− t3

3
x + t2 dt ≤

∫ x

0

arctan t
x + t2 dt ≤

∫ x

0

t
x + t2 dt. (4)
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Calcoliamo gli integrali a primo e terzo membro.

∫ x

0

t− t3

3
x + t2 dt =

∫ x

0

t
x + t2 −

1
3

t3 + tx− tx
x + t2 dt =

[
log(x + t2)

2
− t2

6
+

x
3
· log(x + t2)

2

]x

0
=

=
log(1 + x)

2
− x2

6
+

x
3
· log(1 + x)

2
.

Dalla (4) allora segue:

log(1 + x)
2xα

− x2

6xα
+

x
3
· log(1 + x)

2xα
≤ 1

xα

∫ x

0

arctan t
x + t2 dt ≤ log(1 + x)

2xα
. (5)

Distinguiamo tre casi:
Caso 1) 0 < α < 1
Poiché il primo membro della (8) può essere scritto come

x1−α log(1 + x)
2x

− x2−α

6
+

x1−α

3
· log(1 + x)

2
,

abbiamo 1 − α > 0, 2 − α > 0 e vale il limite notevole limx→0+
log(1+x)

x = 1 si
conclude che

lim
x→0+

x1−α log(1 + x)
2x

− x2−α

6
+

x1−α

3
· log(1 + x)

2
= 0.

Analogamente anche il terzo membro della (8) tende allo stesso valore e quindi
possiamo concludere per confronto che:

lim
x→0+

1
xα

∫ x

0

arctan t
x + t2 dt = 0 se 0 < α < 1.

Caso 2) α = 1
Il primo membro della (8) è:

log(1 + x)
2x

− x
6
+

log(1 + x)
6

.

Quindi, sempre sfruttando il precedente limite notevole, abbiamo

1
2
= lim

x→0+

log(1 + x)
2x

− x
6
+

log(1 + x)
6

≤ lim
x→0+

1
x

∫ x

0

arctan t
x + t2 dt ≤ lim

x→0+

log(1 + x)
2x

=
1
2

.

Quindi possiamo concludere per confronto che:

lim
x→0+

1
xα

∫ x

0

arctan t
x + t2 dt =

1
2

se α = 1.

Caso 3) α > 1
Il primo membro della (8) può essere scritto come

3 log(1 + x)− x2 + x log(1 + x)
6xα

,

e quando x tende a 0 dalla destra si presenta una forma indeterminata di tipo 0
0 .

Applicando il teorema di De l’Hopital si ottiene:
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lim
x→0+

3 log(1 + x)− x2 + x log(1 + x)
6xα

= lim
x→0+

3
1+x − 2x + log(1 + x) + x

1+x
6αxα−1 = +∞,

dove l’ultimo risultato segue dal fatto che il numeratore tende a 3 mentre, poiché
α > 1, xα−1 tende a zero.

Allora sempre per confronto possiamo concludere che

lim
x→0+

1
xα

∫ x

0

arctan t
x + t2 dt = +∞ se α > 1.

Soluzione del quesito del 7 marzo 2016

Sia f (X) = Xn + bXn−1 + cXn−2 + · · · ∈ R[X]. Assumendo che b2 − 2n
n−1 c < 0,

provare che f (X) non può avere più di n− 2 radici reali.

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO.

Supponiamo per assurdo che f (X) abbia più di n− 2 radici reali. Allora f (X)
ha tutte radici reali. Infatti non può avere una sola radice non reale poiché è noto
che un polinomio di R[X] ha una radice complessa α se e solo se anche la coniugata
α è sua radice.

Siano allora α1, . . . αn le radici di f (X). Si ha dunque:

f (X) = (X− α1) . . . (X− αn) = Xn− (α1 + . . .+ αn)Xn−1 +

(
∑

1≤i<j≤n
αiαj

)
Xn−2 + . . .

Quindi b = − (α1 + . . . + αn) e c = ∑
1≤i<j≤n

αiαj.

Si ha allora:

b2 − 2n
n− 1

c < 0 ⇐⇒ (n− 1) (α1 + . . . + αn)
2 < 2n

(
∑

1≤i<j≤n
αiαj

)
⇐⇒

⇐⇒ n (α1 + . . . + αn)
2 − (α1 + . . . + αn)

2 < 2n

(
∑

1≤i<j≤n
αiαj

)
⇐⇒

⇐⇒ n
(

α2
1 + . . . + α2

n

)
+ 2n

(
∑

1≤i<j≤n
αiαj

)
− (α1 + . . . + αn)

2 < 2n

(
∑

1≤i<j≤n
αiαj

)
⇐⇒

⇐⇒ n
(

α2
1 + . . . + α2

n

)
− (α1 + . . . + αn)

2 < 0.

Proviamo allora per induzione che

n
(

α2
1 + . . . + α2

n

)
− (α1 + . . . + αn)

2 ≥ 0
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per ogni n ≥ 2 dove α1, . . . , αn è una n-upla qualsiasi di numeri reali, ottenendo
l’assurdo cercato.

Per n = 2, per ogni coppia di numeri reali α1, α2 si ottiene

2(α2
1 + α2

2)− (α1 + α2)
2 = α2

1 + α2
2 − 2α1α2 = (α1 − α2)

2 ≥ 0.

Quindi la base dell’induzione è verificata. Supponiamo ora che per ogni n− 1-upla
di numeri reali α1, . . . , αn−1, valga

(n− 1)
(

α2
1 + . . . + α2

n−1

)
− (α1 + . . . + αn−1)

2 ≥ 0

e proviamo la nostra tesi. Sia dunque α1, . . . , αn una qualsiasi n-upla di numeri
reali. Si ha:

n
(

α2
1 + . . . + α2

n

)
− (α1 + . . . + αn)

2 = (n− 1)
(

α2
1 + . . . + α2

n−1 + α2
n

)
+ α2

1 + . . .+ α2
n−1 + α2

n−

− (α1 + . . . + αn−1 + αn)
2 = (n− 1)

(
α2

1 + . . . + α2
n−1

)
− (α1 + . . . + αn−1)

2 + α2
1 + . . .+ α2

n−1+

+nα2
n− 2αn (α1 + . . . + αn−1)− α2

n

ip.ind.
≥ α2

1 + . . .+ α2
n−1 +(n− 1)α2

n− 2αn (α1 + . . . + αn−1) =

= (α1 − αn)
2 + . . . + (αn−1 − αn)

2 ≥ 0.

Quindi b2 − 2n
n−1 c ≥ 0 contro la nostra ipotesi iniziale.

Soluzione del quesito del 22 febbraio 2016

1. Quali sottoinsiemi dello spazio metrico R hanno la proprietà di essere uguali
alla classe limite C{xn}

(cioè all’insieme dei limiti delle sottosuccessioni con-
vergenti) di qualche successione {xn}?

2. In quali spazi metrici vale il risultato trovato in 1)?

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO.

Soluzione. Proviamo per prima cosa il seguente lemma:

Lemma 1. Data una successione {xn : n ∈N} ⊂ R si ha:

C{xn} = D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn},

dove con D({xn : n ∈N}) indichiamo il derivato dell’insieme {xn : n ∈N} e

K{xn} = {y ∈ R tali che y = xm per infiniti indici m ∈N} .
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Dimostrazione: (Lemma 1)
Proviamo C{xn} ⊆ D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn}.
Sia y ∈ C{xn}. Allora esistono successioni estratte {xkn} che convergono a y.

Se tra di esse ve ne è una costante, allora y ∈ K{xn}. Supponiamo quindi che ció
non accada e proviamo che da ció segue che y ∈ D({xn : n ∈N}). Sia allora U
un intorno di y e sia ε > 0 tale che y ∈ S(y, ε) ⊆ U. Poichè {xkn} converge a y,
in corrispondenza di ε esiste ν tale che per ogni n > ν si ha d(xkn , y) < ε. Poichè
{xkn} non è costante esiste m > ν tale che xkm 6= y.

Quindi abbiamo

xkm ∈ (S(y, ε) ∩ {xn : n ∈N}) \ {y} ⊆ (U ∩ {xn : n ∈N}) \ {y} .

Allora ogni intorno di y incontra {xn : n ∈N} in punti diversi da y e, di conse-
guenza, y ∈ D({xn : n ∈N}).

Proviamo D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn} ⊆ C{xn}.
Sia y ∈ D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn}. Se y ∈ K{xn} allora esiste una successione

costante estratta da {xn : n ∈N} che tende a y, quindi y ∈ C{xn}.
Supponiamo allora che y ∈ D({xn : n ∈N}) \ K{xn}.
Consideriamo S(y, 1). Poichè y è un punto di accumulazione esisterá

xk1 ∈ (S(y, 1) ∩ {xn : n ∈N}) \ {y}.
Consideriamo S(y, 1

2). Allora (S(y, 1
2) \ {y}) ∩ {xn : n > k1} 6= ∅, altrimenti

S(y, 1
2) \

{
x1, . . . , xk1

}
sarebbe un intorno aperto di y che non incontra {xn} in punti

diversi da y.
Quindi esiste xk2 con k2 > k1 tale che xk2 ∈

(
S(y, 1

2) ∩ {xn : n ∈N}
)
\ {y}.

In questo modo nasce una successione {xkn} estratta da {xn} tale che:

xkn ∈ S
(

y,
1
n

)
per ogni n ∈N.

Si ha che {xkn} coverge a y. Infatti se ε > 0 esiste N ∈ N tale che 1
N < ε. Di

conseguenza il fatto che d(xkn , y) < 1
n < 1

N < ε per ogni n > N, mostra come la
successione converga effettivamente a y. Quindi y ∈ C{xn}.

Possiamo dare ora una risposta alla prima domanda del quesito.
Proviamo il seguente fatto:

Proposizione 1. Un sottoinsieme X ⊆ R è uguale alla classe limite di una qualche
successione {xn : n ∈N} se e solo se X è un chiuso di R.

Dimostrazione: ⇒ Supponiamo che X = C{xn} per qualche {xn : n ∈N} suc-
cessione di numeri reali.

Per quanto provato nel Lemma (1) si ha dunque:

X = D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn}.

Sfruttando delle note proprietá del derivato di un insieme otteniamo:

D(X) = D(D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn}) = D (D ({xn : n ∈N})) ∪ D
(

K{xn}

)
⊆

⊆ D({xn : n ∈N}) ∪ D
(

K{xn}

)
. (6)
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Inoltre da K{xn} ⊆ {xn : n ∈N} segue che D
(

K{xn}

)
⊆ D ({xn : n ∈N}) e

dalla (6) si ottiene:

D(X) ⊆ D({xn : n ∈N}) ∪ D
(

K{xn}

)
⊆ D({xn : n ∈N}) ⊆ X.

Abbiamo dunque provato che X contiene il suo derivato ed è per definizione
un insieme chiuso di R.

Dimostrazione: ⇐
Sia X ⊆ R chiuso. Se X = ∅ allora, considerata ad esempio la successione {xn}

dove xn = n per ogni n ∈N, si vede facilmente che C{xn} = ∅.
Supponiamo quindi che X non sia vuoto.
Proviamo che esiste S ⊆ R con |S| ≤ |N| tale che S = X. Sappiamo che Q ⊆ R

è denso in R. Per ogni q ∈ Q e per ogni n ∈N, se
S(q, 1

n ) ∩ X 6= ∅, scegliamo un elemento xq
n ∈ S(q, 1

n ) ∩ X.
Sia allora S =

{
xq

n; n ∈N, q ∈ Q
}

. Ovviamente |S| ≤ |N|.
Proviamo che S = X.
Da S ⊆ X segue S ⊆ X = X, quindi occorre provare l’inclusione X ⊆ S.
Sia dunque x ∈ X. Per far vedere che x ∈ S mostriamo che ogni intorno U di x

incontra S. Sia U un intorno arbitrario di x e sia ε < 1 tale che S(x, ε) ⊆ U. Poichè
Q è denso in R esisterá un numero razionale q ∈ S(x, ε

4). Scegliamo N ∈ N tale

che
ε

4
<

1
N

<
ε

2
. Allora d(x, q) < ε

4 < 1
N e di conseguenza x ∈ S(q, 1

N ) ∩ X 6= ∅.

Allora esiste xq
N ∈ S con xq

N ∈ S(q, 1
N ) ∩ X. Si ha:

d(x, xq
N) ≤ d(x, q) + d(q, xq

N) <
ε

4
+

ε

2
< ε,

quindi xq
N ∈ S(x, ε) ⊆ U e U ∩ S 6= ∅ come volevasi dimostrare.

Quindi abbiamo effettivamente provato che X = S ∪ D(S) dove S è al piú
numerabile.

Consideriamo il prodotto cartesiano S×N che sará a sua volta numerabile e di
conseguenza possiamo scrivere:

S×N = {yn : n ∈N} dove yn =
(

y1
n, y2

n

)
con y1

n ∈ S e y2
n ∈N.

Definiamo allora {xn : n ∈N} la successione di numeri reali in cui xn = y1
n

per ogni n ∈ N. A livello di insiemi {xn : n ∈N} = S e inoltre K{xn} = S (ogni
elemento di S compare infinite volte nella successione).

Allora
C{xn} = D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn} = D(S) ∪ S = X

e abbiamo dunque la tesi.

2) Gli spazi metrici in cui vale il risultato appena dimostrato sono gli spazi
metrici separabili ovvero quelli contenenti un sottoinsieme denso e numerabile.
Infatti il ragionamento svolto per la dimostrazione della Proposizione 1 continua a
valere in qualsiasi spazio metrico separabile (R, d) (con Q ⊂ R insieme numerabile
e denso). Ovviamente l’ insieme vuoto sarà uguale a qualche C{xn} solo se R non è
compatto.

Invece in uno spazio metrico Y non separabile il risultato non vale, infatti un
chiuso che non puó essere uguale ad una classe limite è lo stesso spazio Y. Se si
avesse infatti Y = C{xn} per una qualche successione {xn : n ∈N} seguirebbe:
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Y = D({xn : n ∈N}) ∪ K{xn} ⊆ D({xn : n ∈N}) ∪ {xn : n ∈N} ⊆ {xn : n ∈N},

ma ció è assurdo perchè {xn : n ∈N} sarebbe quindi un sottoinsieme denso e
numerabile in Y in contrasto con l’ipotesi Y non separabile.

Nota della Redazione. Il ragionamento svolto per la dimostrazione⇐ della Pro-
posizione 1 mostra che in qualsiasi spazio metrico separabile (R, d) ogni insieme
non vuoto X ⊆ R contiene un sottoinsieme numerabile S tale che X ⊆ S, quindi
X = SX (SX è la chiusura di S in X). Pertanto anche il sottospazio metrico X è
separabile.

Si ha cosı́ una dimostrazione del fatto che ogni sottospazio di uno spazio me-
trico separabile è anch’ esso separabile che non passa attraverso la considerazione
di una base numerabile di aperti.
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Soluzione del quesito del 8 febbraio 2016

Dato uno spazio topologico X, un insieme A ⊆ X si dice limitato (o R-limitato)
se per ogni funzione continua f : X → R l’insieme f (A) è incluso in un intervallo
chiuso.

a) Se X è completamente regolare, dimostrare che un insieme A ⊆ X è limitato
se e solo se A interseca ogni famiglia discreta di aperti di X in un numero
finito di membri. (Una famiglia S di insiemi di X è discreta se ogni punto di
X ha un intorno che interseca al più un membro di S);

b) Dimostrare che se A ⊆ R2 è R-limitato, allora A è compatto.

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Alessio BORZÌ.

Soluzione.

a) ⇒ Sia A ⊆ X un insieme R-limitato. Per assurdo sia (Si)i∈N una famiglia
discreta di aperti di X tale che per ogni i ∈ N si ha A ∩ Si 6= ∅, scegliamo
quindi xi ∈ A ∩ Si (possiamo scegliere la famiglia numerabile perch ogni
sottofamiglia di una famiglia discreta di aperti ancora discreta). Per ipotesi X
completamente regolare quindi per ogni n ∈N esiste una funzione continua
fn : X → [0, n] tale che fn(xn) = n e fn(X \ Sn) = {0}. Avendo posto
F = X \⋃i∈N Si, definiamo una funzione f : X → R in modo che

f (x) =
{

0 x ∈ F
fn(x) x ∈ Sn per qualche n ∈N.

Osserviamo che f ben definita in quanto i membri di una famiglia discreta
sono sempre disgiunti. Adesso proviamo che f continua, per fare ci mostria-
mo che essa continua in ogni punto. Sia x ∈ X = F ∪⋃i∈N Si, distinguiamo
due casi: x ∈ Sn per qualche n ∈N, sia U un intorno di f (x) = fn(x), allora,
per la continut di fn esiste un intorno V di x tale che fn(V) ⊆ U da cui

f (V ∩ Si) = fn(V ∩ Si) ⊆ fn(V) ⊆ U

l’intorno di x cercato quindi V ∩ Si, questo prova che f continua in x; se
invece x ∈ F allora per ipotesi esiste un intorno V di x che interseca al pi un
aperto Sn per qualche n ∈ N, sia U un intorno di f (x) = fn(x) = 0, per la
continuit di fn esiste un intorno V′ di x tale che fn(V′) ⊆ U da cui

f (V ∩V′) = fn(V ∩V′) ⊆ fn(V′) ⊆ U

l’intorno di x cercato quindi V ∩V′, questo prova che f continua in x.
Osserviamo adesso che (xn)n∈N ⊆ A da cui segue

f (A) ⊇ { f (xn) : n ∈N} = N

contro il fatto che A R-limitato, assurdo.

⇐ Sia f : X → R una funzione continua e (Ri)i∈I una famiglia discreta di
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aperti di R qualsiasi, la famiglia ( f−1(Ri))i∈I di aperti di X discreta, infatti
se x ∈ X allora esiste un intorno V di f (x) che interseca al pi un aperto Rj

con j ∈ I, da cui l’intorno f−1(V) di x interseca al pi f−1(Rj), infatti se i 6= j
allora

f−1(V) ∩ f−1(Ri) = f−1(V ∩ Ri) = f−1(∅) = ∅.

Sia adesso A ⊆ X un insieme che interseca ogni famiglia discreta di aper-
ti di X in un numero finito di membri. Esso quindi interseca un numero
finito di aperti f−1(Ri1), f−1(Ri2), . . . , f−1(Rik), da cui f (A) interseca un nu-
mero finito di aperti Ri1 , Ri2 , . . . , Rik , infatti se i ∈ I \ {i1, i2, . . . , ik} allora
A ∩ f−1(Ri) = ∅ quindi nessun elemento di A ha immagine in Ri da cui
f (A) ∩ Ri = ∅.
Siano adesso Ri = B(i, 1/3) ⊆ R, R′i = B(i + 1/2, 1/3) ⊆ R con i ∈ Z,
le famiglie (Ri)i∈Z, (R′i)i∈Z di aperti di R sono discrete. Per quanto detto
fin’ora A interseca un numero finito di aperti delle due famiglie, quindi A
contenuto in un’unione finita di intorni (la famiglia (Ri ∪ R′i)i∈Z forma un ri-
coprimento aperto di R) pertanto sar sicuramente contenuto in un intervallo
chiuso e limitato. Dall’arbitrariet di f : X → R segue che A R-limitato.
(Si osservi che in questa implicazione non si fatto uso dell’ipotesi che X
completamente regolare)

b) Sia A ⊆ R2 un insieme R-limitato. Consideriamo le due proiezioni

px : R2 → R px(x, y) = x

py : R2 → R py(x, y) = y

esse sono funzioni continue. Per ipotesi abbiamo

px(A) ⊆ [a, b]⇒ A ⊆ p−1
x ([a, b]) = [a, b]×R

py(A) ⊆ [c, d]⇒ A ⊆ p−1
y ([c, d]) = R× [c, d]

da cui segue

A ⊆ ([a, b]×R) ∩ (R× [c, d]) = [a, b]× [c, d]

pertanto A ⊆ [a, b]× [c, d], cio A un insieme chiuso e limitato di R2 quindi
compatto.

Soluzione del quesito del 25 gennaio 2016

Dimostrare che se QR ⊂ Pn
R è l’insieme dei punti reali di una iperquadrica pro-

iettiva, cioè una ipersuperficie con equazione omogenea di II grado a coefficienti
reali F(x0, . . . , xn) = 0, e se n ≥ 2, allora QR è connesso rispetto alla topologia
indotta da Pn

R. Mostrare con un esempio che l’asserzione non è vera in generale
per le ipersuperfici di grado > 2.

Soluzione della Redazione. Sia n = 2. Allora ogni conica, riducibile o irriducibile,
è connessa. Nel caso riducibile abbiamo che se la conica ha almeno due punti
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reali, allora o è omeomorfa a P1 oppure è omeomorfa a due coppie di P1 che si
incontrano in un punto.

Sia ora n ≥ 3 e fissiamo un punto P0 ∈ Q. Se Q = P0, allora l’ asserto e’
vero. Supponiamo Q 6= P0 e mostriamo che per ogni punto P ∈ Q \ P0 possiamo
costruire un cammino continuo contenuto in Q e congiungete P e P0. Se la retta
congiungente P e P0 è contenuta in Q, l’ asserzione è ovvia. Se la retta congiungente
P e P0 non è contenuta in Q, allora un piano passante P e P0 taglia Q lungo una
conica reale con due punti reali, da cui per quanto visto per il caso n = 2 possiamo
costruire il cammino desiderato.

Soluzione inviata da Giuseppe ZITO. Per n = 2, l’ asserto è vero (si vedo la di-
mostrazione precedente). Sia n ≥ 3, procediamo per induzione e supponiamo
Q ⊂ Pn non sia connessa. Allora esistono due aperti non vuoti U1, U2 ⊂ Q tali
che U1 ∩U2 = ∅ e U1 ∪U2 = Q. Sia Pi ∈ Ui, i = 1, 2, e sia π ⊂ Pn un iperpiano
passante per P1 e P2 e non contenuto in Q. Allora Q′ = Q ∩ π è naturalmente una
quadrica di π = Pn−1 tale che U′i = Ui ∩ π siano aperti non vuoti di Q′ tali che
U′1 ∩U′2 = ∅ e U′1 ∪U′2 = Q′. Quindi Q′ risulterebbe non connessa, contrariamente
all’ ipotesi di induzione.

Soluzione del quesito del 11 gennaio 2016

Siano x1, . . . , x9 delle variabili e sia

f (x1, . . . , x9) = det

x1 x2 x3
x4 x5 x6
x7 x8 x9

 ∈ Z[x1, . . . , x9]

il polinomio omogeneo risultate. Sia H( f ) ∈ (Z[x1, . . . , x9])
9,9 la matrice hessiana

di f , i.e.

H( f )i,j =
∂2 f

∂xi∂xj
.

Dimostrare (e non calcolare!) che

det(H( f )) = α · f 3

con α ∈ Z.
(Punti facoltativi: a) determinare α; b) generalizzare al caso in cui f sia il de-

terminante di una matrice n × n formata da n2 variabili; a)+b)=c) determinare la
costante α nel caso n× n.)

Soluzione della Redazione tramite Jacobiano e versione elementare del Teorema degli
Zeri di Hilbert.

La derivata parziale rispetto alla variabile xi nel posto (j, k) della matrice é il
cofattore Aj,k della matrice stessa, come risulta utilizzando lo sviluppo del deter-
minante secondo la regola di Laplace. Possiamo quindi definire una mappa

∇ f = (
∂ f
∂x1

, . . . ,
∂ f
∂x9

) : R3,3 → R3,3,

che invia la matrice

A =

x1 x2 x3
x4 x5 x6
x7 x8 x9


13



nella matrice ∇ f (A)i,j = Ai,j dei suoi cofattori.
Dalla formula dell’ inversa di una matrice si deduce facilmente che se f (A) 6= 0,

allora ∇ f induce un diffeomorfismo da U = R3,3 \ {A : f (A) = 0} in sè stesso.
Allora per ogni A ∈ U la matrice jacobiana di ∇ f ,

Jac(∇ f ) = H( f )

è invertibile in A e quindi det(H( f ))(A) 6= 0. Quindi l’ insieme delle A ∈ R3,3 tali
che det(H( f )(A)) = 0 è contenuto nell’ insieme delle matrici A tali che f (A) = 0,
i.e. le matrici non invertibili.

Essendo f irriducibile su ogni campo K (esercizio!), possiamo applicare il se-
guente risultato: sia f (x) ∈ K[x] un polinomio irriducibile con K algebricamente chiuso
e sia g(x) ∈ K[x] un polinomio tale che {P ∈ KN : g(P) = 0} ⊆ {P ∈ KN : f (P) =
0}. Allora esistono α ∈ K e r ∈N tali che g = α · f r.

Nel nostro caso prendiamo K = C e deduciamo che esiste α ∈ C tale che
det(H( f )) = α · f r. Essendo det(H( f )) di grado 9 deduciamo r = 3 ed essendo f
e det(H( f ) a coefficienti interi (e f con coefficienti ±1) deduciamo α ∈ Z. Non è
difficile vedere che α = −2.

Lo stesso argomento esteso al caso n × n prova che in generale r = n(n − 2)
visto che deg( f ) = n e deg(det(H( f ))) = n2(n − 2). Il calcolo di α risulta più

complicato e si ottiene α = (−1)
(n−1)(n−2)

2 (n− 1).
In breve pubblicheremo la soluzione di Giuseppe Zito in cui si determina il

coefficiente α nel caso generale e si fornisce una dimostrazione diversa del fatto
precedente.

Soluzione del quesito del 21 dicembre 2015

Sia RD uno spazio euclideo di dimensione D ed r una sua coordinata radiale.
Dato l’elemento di volume dVD = rD−1 dr dΩD provare che

D CD =
2 πD/2

Γ(D/2)
, (7)

essendo CD il volume della ipersfera di raggio unitario immersa in RD ed essendo
Γ(x) la funzione Gamma di Eulero.
Verificare inoltre che la (7) rappresenta l’area dell’ipersuperficie sferica unitaria.

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO con alcune osservazio-
ni da parte della Redazione.

Indichiamo con CD(r) il volume della ipersfera SD(r) di RD di raggio r, é
immediato verificare che

CD(r) = CD · rD. (8)

Infatti calcolando esplicitamente avremo CD(r) =
∫ r

0 r̃D−1 dr̃
∫

Ω dΩD = rD

D

∫
Ω dΩD,

analogamente per r = 1 avremo CD = 1
D

∫
Ω dΩD da cui banalmente l’asserto (8).

Osserviamo adesso che se x ∈]0, r[ l’intersezione di SD(r) con l’iperpiano xD = x
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è una ipersfera di dimensione D− 1 e raggio
√

r2 − x2. Infatti se un punto di RD

appartiene a tale intersezione avrà la forma (x1, . . . , xD−1, x) dove

x2
1 + . . . + x2

D−1 + x2 ≤ r2 ⇒ x2
1 + . . . + x2

D−1 ≤ r2 − x2,

da cui si deduce che (x1, . . . , xD−1) appartiene ad un SD−1(
√

r2 − x2). Utilizzando
la (8) nel caso della SD−1(

√
r2 − x2) avremo quindi:

CD(r) = 2
∫ r

0
CD−1(

√
r2 − x2)dx = 2 CD−1

∫ r

0

√
r2 − x2

D−1
dx.

valutando questa ultima relazione per r = 1, con il banale cambiamento di varia-

bile x = sin ϑ, avremo CD = 2 CD−1
∫ π

2
0 (cos ϑ)D dϑ. Se adesso utilizziamo la pro-

prietá generale 1
∫ π/2

0 (sin ϑ)2x−1 (cos ϑ)2y−1 dϑ = Γ(x)Γ(y)
2 Γ(x+y) per x = 1

2 ed y = D+1
2 ,

avremo

CD = CD−1
Γ(1

2) Γ(D−1
2 + 1)

Γ(D
2 + 1)

= CD−1 π
1
2

D− 1
D

Γ(D−1
2 )

Γ(D
2 )

(9)

dove abbiamo utilizzato le relazioni Γ(z + 1) = z Γ(z) ed Γ(1/2) = π
1
2 .

Per provare la (7), utilizziamo la (9) procedendo per induzione. La (7) é banalmente
vera per D = 2, supponiamo quindi che la (7) sia vera per D− 1, proviamola per
D. Se la (7) vera per D− 1 utilizzando la (9) avremo

D CD =
D

D− 1
2 π

D−1
2

Γ(D−1
2 )

π
1
2

D− 1
D

Γ(D−1
2 )

Γ(D
2 )

=
2π

D
2

Γ(D
2 )

che é la tesi.
Infine, Sia indicata adesso con AD(r) l’area della ipersuperficie sferica di dimen-
sione D e raggio r.

Si evince facilmente che vale CD(x) =
∫ x

0
AD(r)dr. Dalla (8) avevamo CD(x) =

xD · CD, e quindi
d

dx
CD(x) = D · xD−1CD.

Ma d’altra parte
d

dx
CD(x) = AD(x) perché si tratta della funzione integrale. In de-

finitiva AD(1) = DCD che è l’ultima relazione che ci proponevamo di trovare.

Soluzione del quesito del 7 dicembre 2015

Sia R2 il piano con la topologia euclidea e X uno spazio di Hausdorff. Dimo-
strare che se R2 è un sottospazio denso di X, allora R2 è un insieme aperto in X.

Pubblichiamo la soluzioni inviataci da Giuseppe LAURIA, che alla Redazione
è parsa la più sintetica ed efficace.

1Dalla definizione integrale della funzione Γ(x) = 2
∫ ∞

0 e−u2
u2x−1du calcoliamo la quan-

titá Γ(x) Γ(y) = 4
∫ ∞

0

∫ ∞
0 e−(u

2+v2) u2x−1 v2y−1 du dv, imponendo il cambiamento di variabili

u = r sin(ϑ), v = r cos(ϑ) avremo Γ(x)Γ(y) = 2 Γ(x + y)
∫ π/2

0 (sin ϑ)2x−1 (cos ϑ)2y−1 dϑ, da cui
l’asserto.
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Utilizzeremo il seguente risultato noto: Ogni sottospazio compatto di uno spazio
topologico di Hausdorff è chiuso.

Sia x ∈ R2 un punto arbitrario. Occorre provare che esiste un aperto V di X
tale che x ∈ V e V ⊆ R2.

Fissiamo un r > 0 e chiamiamo B = B(x, r) il cerchio aperto di centro x e raggio
r in R2. Essendo B un aperto nella topologia indotta su R2, esiste un aperto V di X
tale che V ∩R2 = B. La chiusura di B in R2, i.e. il cerchio chiuso B è un sottospazio
compatto di R2, ovvero un sottospazio compatto di X.

Dal fatto che X è di Hausdorff segue che B è chiuso in X e dunque che V \ B è
un aperto, che deve necessariamente essere vuoto: se fosse non vuoto infatti, dal
fatto che R2 è denso in X, seguirebbe B \ B = R2 ∩ (V \ B) 6= ∅, il che è assurdo.

Da V \ B = ∅, segue infine V ⊆ B, i.e. V ⊆ R2.

Soluzione del quesito del 23 novembre 2015

Siano g1, g2, . . . , gn interi positivi tali che MCD(g1, g2, . . . , gn) = 1 e assumiamo
che siano numerati in ordine crescente (e quindi g1 < gi, per ogni i = 2, . . . n). E’
noto che esiste N ∈N, tale che per ogni m ≥ N l’equazione diofantea lineare

g1X1 + g2X2 + · · ·+ gnXn = m

ammette soluzioni intere non negative.
Sia

T = {t =
n

∑
i=1

migi | mi ∈N, t 6= 0}

Definiamo per ogni h ∈ N \ {0}, hT = {t1 + t2 + · · ·+ th | ti ∈ T} e hT + g1 =
{t + g1 | t ∈ hT}.

Dimostrare che esiste un intero positivo r tale che, per ogni h ≥ r, si ha

hT + g1 = (h + 1)T.

Pubblichiamo le soluzioni inviateci da Daniele URZÌ e da Gaetano de Cristo-
faro insieme a Francesca Randone con un breve commento finale della Redazione.

(Soluzione di Daniele Urzı̀) Essendo g1 = 1 · g1 + 0 · g2 + · · ·+ 0 · gn si ha g1 ∈
T, e dunque l’inclusione hT + g1 ⊆ (h + 1)T valida per ogni intero positivo h.
Supponendo h > N, proviamo l’inclusione (h+ 1)T ⊆ hT + g1. Se s un qualunque
elemento di (h + 1)T, esistono t1, . . . , th+1 in T tali che s = t1 + · · · + th+1. Se
tj = g1 per qualche j, ovvio che s ∈ hT + g1. Oppure per ogni indice i si ha ti > g1,
e dunque ti = g1 + ri con ri intero positivo. In tal caso risulta s = (h + 1)g1 + R
dove R = r1 + · · · + rh+1. Da R > h + 1 > N segue che esistono n interi non
negativi a1, . . . , an tali che g1a1 + · · ·+ gnan = R. Allora

s = g1 + · · ·+ g1︸ ︷︷ ︸
h−1 volte

+ (a1 + 1)g1 + · · ·+ angn︸ ︷︷ ︸
∈T

+g1

e pertanto s ∈ hT + g1.
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(Soluzione di Gaetano de Cristofaro e Francesca Randone) L’inclusione hT + g1 ⊆
(h + 1)T segue banalmente osservando che g1 ∈ T. Mostriamo ora che (h + 1)T ⊆
hT + g1.

Sia a ∈ (h + 1)T, allora:

a = (m1,1g1 + . . . + m1,ngn) + . . . + (mh+1,1g1 + . . . + mh+1,ngn)

con mi,1g1 + . . . + mi,ngn ∈ T ∀i = 1, 2, . . . , n.
Possono presentarsi i due seguenti casi:

Caso 1: ∃i ∈ {1, . . . , h + 1} : mi,1 6= 0
In tal caso applicando ripetutamente la propriet commutativa si pu scrivere:

a = g1 + (m1,1g1 + . . . + m1,ngn) + . . . + [(mi,1 − 1)g1 + . . . + mi,ngn] + . . .+
+(mh+1,1g1 + . . . + mh+1,ngn) =

=g1 + [(m1,1 + mi,1 − 1)g1 + (m1,2 + mi,2)g2 + . . . + (m1,n + mi,n)gn] + . . .+
+ (mi−1,1g1 + . . . + mi−1,ngn) + (mi+1,1g1 + . . . + mi+1,ngn) + . . .+
+ (mh+1,1g1 + . . . + mh+1,ngn)

Nell’ultima forma a scritto come somma di h elementi di T e g1. Osserviamo che
in questo caso a ∈ (h + 1)T ⇒ a ∈ hT + g1 ∀h ∈N \ {0}.

Caso 2: ∀i ∈ {1, . . . , h + 1} mi1 = 0
In questo caso imponiamo come condizione su h che si abbia (h + 1)g2 − hg1 ≥
N ⇒ h > N−g2

g2−g1
. Si ha:

a = (m1,2g2 + . . . + m1,ngn) + . . . + (mh+1,2g2 + . . . + mh+1,ngn) =

= (m1,2g2 + . . . + m1,ngn) + . . . + (mh+1,2g2 + . . . + mh+1,ngn)− hg1 + hg1

Poich a ∈ (h + 1)T ⇒ a ≥ (h + 1)g2 ⇒ a− hg1 ≥ N si pu riscrivere a− hg1 come
un elemento di T che chiameremo t0. A questo punto avremo:

a = t0 + hg1 = g1 + t0 + (h− 1)g1

Poich g1 ∈ T, anche in questo caso a stato scritto come somma di h elementi di T
e g1. Inoltre porremo r = b N−g2

g2−g1
c.

Nota della Redazione. Come emerge dalla seconda soluzione è naturale chiedersi
se esistano limitazioni superiori per l’ intero r, da dimostrarsi in maniera elementa-
re. Ad esempio, le proprietà del numero di riduzione, sviluppate nella teoria degli
anelli, implicano che r sia minore o uguale di g1. Sarebbe interessante trovare una
dimostrazione di questo fatto con la sola teoria degli interi.

Soluzione del quesito del 9 novembre 2015

Provare che in un qualsiasi insieme totalmente ordinato (R,≤) ogni successio-
ne {an} possiede una sotto-successione monotona.

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Alessio BORZÌ insieme a un breve
commento della Redazione.

Iniziamo provando il seguente risultato.
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Lemma 1. Una successione {an} ⊆ R che non ammette minimo possiede una sotto-
successione decrescente.

Dimostrazione. Costruiamo la sotto-successione {ak(n)} per induzione.
Per il primo termine basta porre ak(0) = a0. Adesso supponiamo di aver costrui-
to la sotto-successione fino al termine ak(n−1) e definiamo ak(n). Il termine ak(n−1)
non pu essere il minimo per la successione {at+k(n−1)}t∈N ⊆ {an}n∈N altrimenti
min{an}n∈N = min{a0, a1, . . . , ak(n−1)} ∈ R, contro il fatto che {an} non ha mini-
mo, dunque deve esistere un indice d > k(n− 1) tale che ak(n−1) > ad. A questo
punto basta porre ak(n) = ad.

Alla luce del risultato precedente procediamo con la dimostrazione dell’enun-
ciato iniziale.

Dimostriamo l’esistenza di una sotto-successione monotona {ak(n)} di {an} per
induzione. Se la successione {an} non ha minimo essa, per il lemma precedente,
ammette una sotto-successione decrescente e la tesi sar cos acquisita, altrimenti
scegliamo k(0) ∈ N in modo che ak(0) = min{an}n∈N. Adesso supponiamo di
aver costruito la sotto-successione fino al termine ak(n−1). Se la sotto-successione
{at+1+k(n−1)}t∈N ⊆ {an}n∈N non ammette minimo, allora, sempre per il lemma
precedente, essa ammette una sotto-successione decrescente (che sar anche una
sotto-successione di {an}) ottenendo di nuovo la tesi, altrimenti scegliamo k(n) ∈
N in modo che k(n) > k(n− 1) e ak(n) = min{at+1+k(n−1)}t∈N.
Osserviamo che cos facendo si ha

min{at}t∈N ≤ min{at+1+k(0)}t∈N ≤ min{at+1+k(1)}t∈N ≤ . . .⇒

⇒ ak(0) ≤ ak(1) ≤ ak(2) ≤ . . . ,

quindi, se il procedimento non ha termine, si ottiene una sottosuccessione {ak(n)}
non decrescente.
Alessio Borzı̀. Studente di secondo anno, CdL triennale in matematica
email: alessio520@hotmail.it

Nota della Redazione. Se si vuole evitare di adottare un procedimento induttivo
che può avere termine oppure no, la seconda parte della dimostrazione può svol-
gersi come segue.

Se la successione {an} ha qualche sottosuccessione priva di minimo l’asserto
segue dal Lemma 1. Se invece tutte le sottosuccessioni di {an} hanno minimo,
allora si trova una sottosuccessione {ak(n)} non decrescente nel modo seguente:

k(0) = min {k ∈N : ak = min{am}m∈N} ,

k(n + 1) = min
{

k ∈N : k > k(n) e ak = min{ak(n)+m+1}m∈N

}
∀n ∈N .

Soluzione del quesito dell’ 8 giugno 2015
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Risolvere l’ equazione differenziale:

xyy”− (x− 1)y′2 = y2.

Pubblichiamo la soluzione inviataci dal Alessio MOSCARIELLO, Marco NIN-
FA e Federico SAVASTA.

La funzione y = 0 é una soluzione dell’equazione differenziale; supposto ora
y 6= 0, sia z = log |y|, ovvero |y| = ez. Allora y′ = ezz′, e y′′ = (ezz′)′ = ezz′′ +
ez(z′)2. Sostituendo tutto otteniamo

xe2z(z′′ + (z′)2)− (x− 1)e2z(z′)2 = e2z,

ovvero semplificando e2z si ottiene

xz′′ + x(z′)2 − x(z′)2 + (z′)2 = 1 =⇒ xz′′ + (z′)2 = 1.

Quindi posto t = z′ si ottiene l’equazione differenziale

xt′ + t2 = 1.

Per risolvere questa equazione differenziale, é sufficiente riscriverla nella forma

t′

1− t2 =
1
x

.

Ora, poiché 1
1−x2 é la derivata di arctanh(x), integrando entrambi i membri in x si

ha arctanh(t) = log |x|+ c con c ∈ R, da cui segue

t = tanh(log |x|+ c).

Per definizione di tangente iperbolica, tanh x = e2x−1
e2x+1 , si ha

t = tanh(log |x|+ c) =
e2 log |x|+2c − 1
e2 log |x|+2c + 1

=
x2e2c − 1
x2e2c + 1

.

Per ricavare z ora svolgiamo

z =
∫

tdx =
∫ x2e2c − 1

x2e2c + 1
dx =

∫
1− 2

x2e2c + 1
dx =

= x− 2
ec

∫ ec

(xec)2 + 1
dx = x− 2

ec arctan(xec) + d d ∈ R.

Infine da z = log |y|, posto ed = K > 0, deduciamo che

|y| = Kex− 2
ec arctan(xec)

al variare di K ∈ R+. Ora osserviamo che |y| non tende mai a zero in R (questo
puó essere dedotto dal fatto che z tende a −∞ solo per x → −∞). Quindi, poiché y
deve essere continua, segue che y deve necessariamente essere o sempre positiva
o sempre negativa.

Quindi é possibile rimuovere il valore assoluto (e includere la soluzione y = 0)
semplicemente facendo variare K ∈ R: complessivamente si ottengono quindi le
soluzioni

y = Kex− 2
ec arctan(xec), K, c ∈ R.
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Soluzione del quesito del 25 maggio 2015

Sia A ( C3,3 una sottoalgebra propria dell’ algebra delle matrici 3× 3 con coef-
ficienti complessi, i.e. A è un sottospazio vettoriale di C3,3 chiuso rispetto alla
moltiplicazione di matrici. Mostrare che dim(A) ≤ 7.

Facoltativo: la conclusione è vera anche per sottoalgebre proprie di R3,3?

Pubblichiamo la soluzione inviataci da Giuseppe ZITO.

Supponiamo per assurdo che dim(A) = 8. Poiché C3,3 ha dimensione 9, il
sottospazio vettoriale individuato da A verrá rappresentato da un’unica equa-
zione, una volta scelta la base canonica come base dello spazio vettoriale C3,3.
Supponiamo che l’equazione di A sia la seguente:

a11x11 + a12x12 + a13x13 + a21x21 + a22x22 + a23x23 + a31x31 + a32x32 + a33x33 = 0.

Proviamo che si ha necessariamente ai,j = 0 per ogni i e j.
Consideriamo le seguenti due matrici:0 −a13 a12

0 0 0
0 0 0

 e

0 −a32 0
0 0 0
0 a12 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha:0 −a13 a12

0 0 0
0 0 0

 ·
0 −a32 0

0 0 0
0 a12 0

 =

0 a2
12 0

0 0 0
0 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
12 = 0⇒ a12 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici:0 a13 −a12
0 0 0
0 0 0

 e

0 0 −a23
0 0 a13
0 0 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha:0 a13 −a12

0 0 0
0 0 0

 ·
0 0 −a23

0 0 a13
0 0 0

 =

0 = a2
13

0 0 0
0 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
13 = 0⇒ a13 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici: 0 0 0
−a23 0 a21

0 0 0

 e

 0 0 0
−a31 0 0
a21 0 0

 .
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Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha: 0 0 0

−a23 0 a21
0 0 0

 ·
 0 0 0
−a31 0 0
a21 0 0

 =

 0 0 0
a2

21 0 0
0 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
21 = 0⇒ a21 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici: 0 0 0
−a23 0 a21

0 0 0

 e

0 0 −a23
0 0 a13
0 0 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha: 0 0 0

−a23 0 a21
0 0 0

 ·
0 0 −a23

0 0 a13
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 a2

23
0 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
23 = 0⇒ a23 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici: 0 0 0
0 0 0
−a32 a31 0

 e

 0 0 0
a31 0 0
−a21 0 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A.

Quindi si ha: 0 0 0
0 0 0
−a32 a31 0

 ·
 0 0 0

a31 0 0
−a21 0 0

 =

 0 0 0
0 0 0

a2
31 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
31 = 0⇒ a31 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici: 0 0 0
0 0 0
−a32 a31 0

 e

0 −a32 0
0 0 0
0 a12 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha: 0 0 0

0 0 0
−a32 a31 0

 ·
0 −a32 0

0 0 0
0 a12 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 a2

32 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
32 = 0⇒ a32 = 0.

Quindi l’equazione di Aé stata semplificata in:

a11x11 + a22x22 + a33x33 = 0.
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Consideriamo le seguenti due matrici:0 0 a11
0 0 0
0 0 0

 e

 0 0 0
0 0 0

a11 0 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha:0 0 a11

0 0 0
0 0 0

 ·
 0 0 0

0 0 0
a11 0 0

 =

a2
11 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
11 = 0⇒ a11 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici: 0 0 0
a22 0 0
0 0 0

 e

0 a22 0
0 0 0
0 0 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A.
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Quindi si ha: 0 0 0
a22 0 0
0 0 0

 ·
0 a22 0

0 0 0
0 0 0

 =

0 0 0
0 a2

22 0
0 0 0

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
22 = 0⇒ a22 = 0.

Consideriamo le seguenti due matrici: 0 0 0
0 0 0

a33 0 0

 e

0 0 a33
0 0 0
0 0 0

 .

Esse stanno in A poiché soddisfano la sua equazione; inoltre, essendo A una sot-
toalgebra, anche il loro prodotto deve appartenere ad A. Quindi si ha: 0 0 0

0 0 0
a33 0 0

 ·
0 0 a33

0 0 0
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 a2

33

 ∈ A

e dal fatto che deve essere soddisfatta l’equazione segue a3
33 = 0⇒ a33 = 0.

Allora A non puó essere definito da un’unica equazione e non puó avere di-
mensione maggiore di 7 se deve essere una sottoalgebra propria di C3,3 . Questa
dimostrazione é valida anche per R3,3 (nota Redazione: o più in generale per K3,3,
K campo qualsiasi).
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SOLUZIONE del quesito dell’ 11 maggio 2015

Dimostrare che se X è uno spazio topologico T2 infinito, allora la sua topologia
τ(X) non può essere numerabile.

Pubblichiamo la soluzione inviataci dal Professor Alfonso VILLANI.

Consideriamo le seguenti affermazioni riguardanti uno spazio topologico X:

(1) X è uno spazio topologico T2 con sostegno infinito;

(2) X è uno spazio topologico con sostegno infinito che verifica la seguente condizione:
(*) ogni insieme Ω ⊆ X aperto e infinito contiene due aperti disgiunti A e B con

A 6= ∅ e B infinito;

(3) Lo spazio topologico X ammette una successione A1, A2, . . . An, . . . di insiemi
aperti non vuoti a due a due disgiunti;

(4) La topologia di X è infinita e non numerabile.

Proposizione 1. Vale la seguente catena di implicazioni:

(1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4) ;

di nessuna di esse è vera l’implicazione contraria.

Dimostrazione. (1) =⇒ (2). Sia Ω ⊆ X aperto e infinito. Se esiste x ∈ Ω tale che
{x} è un insieme aperto prendiamo A = {x} e B = Ω \ {x}. Se un tale x non
esiste, allora ogni sottoinsieme aperto non vuoto di Ω è necessariamente infinito,
quindi per ottenere A e B basta considerare due punti distinti x e y di Ω e separarli
mediante due sottoinsiemi aperti A e B di Ω.

(2) =⇒ (3). Dalla (*) con Ω = X otteniamo due aperti disgiunti A1 e B1, con
A1 6= ∅ e B1 infinito. Ancora dalla (*), con Ω = B1, otteniamo A2, B2 ⊆ B1, aperti
e disgiunti, con A2 6= ∅ e B2 infinito. Applicando nuovamente la (*) con Ω = B2
si trovano A3, B3 ⊆ B2, aperti e disgiunti, con A3 6= ∅ e B3 infinito. Iterando il
procedimento si ottiene una successione A1, A2, . . . An, . . . di insiemi aperti non
vuoti a due a due disgiunti.

(3) =⇒ (4). Mediante la successione A1, A2, . . . An, . . . si può definire un’ap-
plicazione iniettiva F da {0, 1}N+

nella topologia τ(X) di X nel modo seguente:
per ogni i = (i1, i2, . . . , ik, . . . ) ∈ {0, 1}N+

chiamiamo F(i) l’unione⋃
n∈M(i)

An

dove M(i) è l’insieme {k ∈N+ : ik = 1}.

(4) 6=⇒ (3). Un controesempio è dato da X = R con la topologia di seguito
specificata (precisando la mappa degli intorni x → U (x)):

U ∈ U (x) ⇐⇒ ∃δ > 0 : U ⊇ ]− δ, δ[3 x .
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(3) 6=⇒ (2). Un controesempio è dato dall’unione disgiunta di una successione
di insiemi, ciascuno infinito e dotato della topologia indiscreta.

(2) 6=⇒ (1). Un controesempio è dato da X = R2 con la topologia di seguito
specificata:

U ∈ U (x, y) ⇐⇒ ∃δ > 0 : U ⊇ ]x− δ, x + δ[×R ,

cioè la topologia prodotto della topologia usuale per quella indiscreta.

Osservazione 1. Notiamo che la proprietà (*) è “sghemba” rispetto all’assioma
di separzione T1. Infatti, quello del precedente esempio è uno spazio topologico
verificante la (*) ma non T1, mentre un qualunque insieme infinito con la toplogia
cofinita è T1 a non verifica la (*).

Osservazione 2. Notiamo che

(∗) + T1 6=⇒ T2 .

Un controesempio in tal senso è dato da X = R2 = R × R con la topologia
prodotto della topologia usuale e di quella cofinita.

Osservazione 3. Un esempio di spazio topologico T1 la cui topologia è infinita
e numerabile è dato da Q con la topologia cofinita.
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SOLUZIONE del quesito del 27 aprile 2015

Sia F un polinomio omogeneo di grado n ≥ 2 in 2 variabili x, y e a coefficienti
complessi. Denotiamo con Fx e Fy le sue derivate parziali.

Provare che m.c.d.(Fx, Fy) ha grado n− t se e solo se l’ insieme degli zeri di F è
costituito da t punti distinti, cioè F il prodotto di t potenze di fattori lineari a due
a due linearmente indipendenti, la cui somma degli esponenti è n.

Si usa il seguente

Lemma 2. Fx ed Fy hanno in comune un fattore lineare di molteplicità m se e solo se Z(F)
contiene un punto di molteplicità m + 1.

Dimostrazione del Lemma Il Lemma nel caso non omogeneo è ben noto dall’al-
gebra dei polinomi a coefficienti in un campo qualsiasi: f (t) e la sua derivata han-
no in comune un fattore (t− a)m se e solo se f (t) è divisibile per (t− a)m+1. Nel
caso omogeneo di nostro interesse si pone t = x/y, supponendo che il fattore li-
neare che divide Fx e Fy non sia y, altrimenti si pone f (t) = y/x. Consideriamo per
semplicità il primo caso, allora si può anche scrivere f (t) = F(t, 1) e f ′(t) = Fx(t, 1)
e si può supporre che (x − ay)m divida mcd(Fx, Fy). Per la relazione di Eulero si
ha nF(x, y) = xFx(x, y) + yFy(x, y), da cui n f (t) = t f ′(t) + Fy(t, 1), quindi, posto
g(t) = Fy(t, 1), troviamo g = n f − f ′ e di conseguenza mcd(Fx(t, 1), Fy(t, 1)) =

mcd( f ′, g) = mcd( f ′, f ) ha il fattore (t − a)m, da cui f ha il fattore (t − a)m+1 e
quindi F ha il fattore (x− ay)m+1.

Ora supponiamo che mcd(Fx, Fy) abbia k fattori (aix− biy)mi , con aix− biy non
proporzionali, e tali che m1 + . . .+mk = n− t, il Lemma implica che F sia spezzato
in h fattori lineari con molteplicità 1, un fattore di molteplicità m1 + 1, ..., un fattore
di molteplicità mk + 1. Quindi h+m1 + . . .+mk + k = n, da ciò h+ k = t e siccome
h + k è il numero di elementi del supporto di Z(F), cioè il numero di zeri distinti
di F, abbiamo la tesi.
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SOLUZIONE del quesito del 14 aprile 2015

Calcolare i seguenti limiti

lim
y→+∞

y
+∞∫
0

e−x2
cos(2xy) dx ,

lim
y→+∞

y
+∞∫
0

e−x2
sin(2xy) dx .

Posto

U (y) =
+∞∫
0

e−x2
cos(2xy) dx V(y) =

+∞∫
0

e−x2
sen(2xy) dx ,

derivando e successivamente integrando per parti si ottiene

U ′(y) + 2yU (y) = 0 .

D’altra parte

U (0) =
+∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2

e risolvendo il problema di Cauchy si ottiene

U (y) =
√

π

2
e−y2 ∀y ∈ R

da cui

lim
y→+∞

y
+∞∫
0

e−x2
cos(2xy) dx = lim

y→+∞
yU (y) = 0 .

Per quanto riguarda il secondo limite, si procede in modo analogo. Derivando e
successivamente integrando per parti si ottiene

V ′(y) + 2y V(y) = 1

ed inoltre
V(0) = 0

da cui, risolvendo il problema di Cauchy, segue

V(y) = e−y2
y∫

0

et2
dt .

Posto

v(y) = ye−y2
y∫

0

ex2
dx
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calcoliamo il limite richiesto facendo ricorso al Teorema di de l’Hopital. Il rapporto

v(y) =
y

y∫
0

ex2
dx

ey2

si presenta nella forma
∞
∞

e risultano verificate le ipotesi del Teorema. Il limite
coincide quindi con

lim
y→+∞

y∫
0

ex2
dx + yey2

2yey2 = lim
y→+∞

y∫
0

ex2
dx

2yey2 +
1
2

.

Per calcolare il limite assegnato applichiamo il Teorema di de l’Hopital al rapporto

y∫
0

ex2
dx

2yey2

ottenendo

lim
y→+∞

∫ y
0 ex2

dx

2yey2 = 0

e quindi

lim
y→+∞

v(y) =
1
2

.
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SOLUZIONE del quesito del 23 marzo 2015

Una compattificazione Z di uno spazio topologico X è uno spazio compatto di Hausdorff
che contiene X (o una sua copia omeomorfa) come sottospazio denso. L’ insieme Z \ X si
dice resto della compattificazione.

La circonferenza S1 è una compattificazione della retta reale R con un resto consistente
di un punto e il segmento [0, 1] una compattificazione di R con un resto consistente di due
punti.

Dimostrare che non esiste una compattificazione Z di R con un resto consistente di tre
punti, vale a dire Z \R = {p1, p2, p3}.

Facoltativo: Provare inoltre che se Z è una compattificazione di R, dimostrare che si ha
|Z \R| ≤ 2 oppure |Z \R| ≥ |R|. In particolare, R non ha compattificazioni con resto
numerabile infinito.

Presentiamo la soluzione al quesito proposto inviata da Alessio Moscariello,
Ninfa e Federico Savasta, seguita da quella del punto Facoltativo proposta dalla
Redazione.

Sia Z una compattificazione di R tale che Z \ R = {P1, P2, P3}. Poiché Z é
uno spazio di Hausdorff esisteranno tre intorni aperti A1, A2, A3 rispettivamente
di P1, P2, P3 a due a due disgiunti. Consideriamo, per ogni x ∈ R, un intorno aperto
e limitato Vx di x.
Con questa costruzione si ottiene il seguente ricoprimento di Z:

Z = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪
(⋃

x∈R

Vx

)
.

Essendo Z compatto, é possibile estrarre un sottoricoprimento finito da questo
ricoprimento. Osserviamo che, poiché A1, A2, A3 sono a due a due disgiunti e
Vx ⊂ R per ogni x ∈ R, questo sottoricoprimento deve contenere i tre intorni
A1, A2, A3. Gli altri elementi di questo ricoprimento saranno insiemi limitati, e
poiché sono in numero finito, esiste un α ∈ R tale che tutti questi intorni siano
contenuti in [−α, α]. Quindi possiamo dedurre che:

Z = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ [−α, α].

Osserviamo che poiché [−α, α] ⊆ R e i vari intorni A1, A2, A3 sono a due a due
disgiunti, si ha Ai \ {Pi} ⊆ R per ogni i = 1, 2, 3, e inoltre

R = Z \ {P1, P2, P3} = (A1 \ {P1}) ∪ (A2 \ {P2}) ∪ (A3 \ {P3}) ∪ [−α, α].

Poniamo Bi = Ai \ {Pi} per i = 1, 2, 3. Consideriamo i tre insiemi B1, B2, B3.
Osserviamo che dalla relazione precedente segue che

]−∞,−α[∪]α,+∞[⊆ B1 ∪ B2 ∪ B3.
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Osserviamo che poiché {Pi} é un chiuso allora R \ {Pi} é un aperto, e quindi
Bi = (R \ {Pi}) ∩ Ai é un aperto in quanto intersezione di due aperti. Sia I1 =
] −∞,−α[, e I2 =]α,+∞[. Osserviamo che, considerando i tre aperti B1, B2, B3 e
i due intervalli I1 e I2, per il principio dei cassetti si hanno due casi, a meno di
riordinare gli indici:

1. B1 ∩ I1 6= ∅ e B2 ∩ I1 6= ∅.

2. B1 ∩ I2 6= ∅ e B2 ∩ I2 6= ∅.

Osserviamo che questi due casi sono analoghi, quindi svolgeremo solo il primo (il
secondo si risolve allo stesso modo). Supponiamo che B1 ∩ I1 6= ∅ e B2 ∩ I1 6= ∅.
Posto Ci = Bi ∩ I1 per ogni i = 1, 2, 3, sappiamo che C1 6= ∅, C2 6= ∅, e che
C1, C2, C3 sono tre aperti (C3 potrebbe essere l’insieme vuoto). Allora si ha I1 =
(C1 ∪ C3) ∪ C2, e poiché C1 ∪ C3 é e disgiunto da C2 segue che I1 =]−∞,−α[ non
é connesso in R, il che é assurdo.

Quindi non puó esistere una compattificazione Z di R tale che Z \R = {P1, P2, P3}

Soluzione Punto Facoltativo.

Lemma 3. Sia X uno spazio completamente regolare con almeno due punti. Se X ha
cardinalità minore del continuo, allora X non è connesso.

Dimostrazione: Siano x 6= y ∈ X. Per la completa regolarità di X, esiste una
funzione continua f : X → I = [0, 1] tale che f (x) = 0 e f (y) = 1. Dato che X ha
cardinalità minore del continuo, f non può essere surgettiva e possiamo dunque
fissare un punto r ∈ I \ f (X). Posto U = f−1[0, r[ e V = f−1]r, 1], otteniamo due
aperti non vuoti e disgiunti tali che X = U ∪V. Pertanto X non è connesso.

Lemma 4. Sia X uno spazio T2 e Y un sottospazio denso di X. Se Y è localmente compatto
(:= ogni punto ha un intorno compatto), allora Y è aperto in X.

Dimostrazione: Basta provare che se y ∈ Y allora esiste un aperto V di X tale che
y ∈ V ⊆ Y. Poichè Y è localmente compatto, fissiamo un intorno aperto U di y in
Y tale che C = UY sia un insieme compatto. Per definizione di topologia indotta,
esiste un aperto V di X tale che U = V ∩ Y. Ora, dato che V è aperto e Y è denso
in X, si ha VX

= U ∩YX
. Dato che C è compatto e X è T2, C è chiuso in X e allora

da V ∩Y = U ⊆ C si deduce VX
= V ∩YX ⊆ C. Da qui infine segue V ⊆ Y.

Teorema 5. Se Z è una compattificazione di R e Z \R ha più di due punti, allora Z \R

ha almeno la cardinalità del continuo.
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Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che 2 < |Z \R| < 2ℵ0 . Dato che un
punto di Z \R o appartiene alla chiusura di ] −∞, 0] o alla chiusura di [0,+∞[,
una delle due semirette ha almeno due punti nella chiusura. Sia ad esempio Y =

[0,+∞[ tale che Y \ [0,+∞[ abbia almeno due punti. Ovviamente Y è una com-
pattificazione di [0,+∞[. Dato che |Y \ [0,+∞[| < 2ℵ0 , per il Lemma 1 vediamo
che il sottospazio X = Y \ [0,+∞[ non è connesso e quindi risulta unione di due
chiusi non vuoti e disgiunti F e G. Dato che [0,+∞[ è localmente compatto, per
il Lemma 2 il sottospazio X è chiuso in Y e pertanto gli insiemi F e G sono chiu-
si anche in Y. Ora, per la normalità di Y e il lemma di Urysohn, esistono aperti
disgiunti U e V di Y tali che F ⊆ U e G ⊆ V. L’insieme Y \ (U ∪ V) è chiuso in
Y e quindi compatto. Inoltre Y \ (U ∪ V) ⊆ [0,+∞[ e dunque esiste un numero
reale a tale che Y \ (U ∪ V) ⊆ [0, a]. Si ha ]a,+∞[⊆ U ∪ V e allora la connessione
di ]a,+∞[ obbliga questo insieme ad essere o tutto in U o tutto in V. Supponendo
]a,+∞[⊆ V, si ha U ∩ [0,+∞[⊆ [0, a]. L’insieme [0, a] è compatto e pertanto chiuso
in Y. Ciò implica che l’insieme W = U \ [0, a] è aperto in Y. Ma W ∩ [0,+∞[= ∅ e
F ⊆W, in contrasto con il fatto che ogni punto di F è nella chiusura di [0,+∞[.

SOLUZIONE del quesito del 9 marzo 2015

Sia A = {a1, a2, a3, a4, a5}, con ai ∈ N+ a due a due distinti. Provare che esiste
almeno una terna di elementi distinti ai, aj, ah di A, tale che ai + aj + ah non è primo.

N.B. Esistono insiemi B di 4 elementi, con la proprietà che la somma di qualsiasi
tre elementi di B è un numero primo; ad esempio B = {3, 5, 7, 29}.

Presentiamo la soluzione inviata da Filippo Antonazzo, Alessio Borzı̀, Gabrie-
le Di Bona, Giuseppe Gallo, Francesca Randone.

Consideriamo gli elementi di A modulo 3. Distinguiamo due casi:

1. ∃ x1, x2, x3 ∈ A | x1 ≡ x2 ≡ x3 (mod. 3).
Si ha dunque x1 + x2 + x3 ≡ 3x1 ≡ 0 (mod. 3); essendo poi per ipotesi
x1 6= x2 6= x3, questa somma è un multiplo di 3 maggiore o uguale a 6 e
dunque non primo.

2. @ x1, x2, x3 ∈ A | x1 ≡ x2 ≡ x3 (mod. 3).
In questo caso, per ogni classe di congruenza vi possono essere al più 2 ele-
menti di A, che per ipotesi è costituito da 5 elementi; per il principio dei
cassetti

∃ x1, x2, x3 ∈ A | x1 ≡ 0, x2 ≡ 1, x3 ≡ 2⇒ x1 + x2 + x3 ≡ 3 ≡ 0(mod. 3).

Come nel precedente caso x1 + x2 + x3 ≡ 3λ e x1 + x2 + x3 ≥ 6, da cui segue
la tesi.
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SOLUZIONE del quesito del 23 febbraio 2015

Sia A un anello commutativo. Provare che f (X) ∈ A[X] è un divisore dello zero in
A[X] se e soltanto se esiste a ∈ A \ 0 tale che a f (X) = 0.

Presentiamo la soluzione inviata da Giuseppe Zito.

La condizione sufficiente segue banalmente dalla definizione di divisore dello
zero. Proviamo la condizione necessaria.

Poiché f (X) é un divisore dello zero, l’ideale I = {g(X) ∈ A[X] : g(X) · f (X) = 0}
é distinto dall’ideale nullo.

Possiamo quindi considerare in I un polinomio g(X) 6= 0 di grado minimo.
Poniamo f (X) = a0 + a1x+ a2x2 + . . .+ anxn e g(X) = b0 + b1x+ b2x2 + . . .+ bmxm

con bm 6= 0.
Da f (X) · g(X) = 0, ponendo l’attenzione sul coefficiente di grado massimo, si

ricava an · bm = 0. Si ha quindi:

0 = an · f (X) · g(X) = f (X)(anb0 + anb1x + . . . + anbm−1xm−1)

e dalla minimalitá di m segue che anbi = 0 per ogni i = 0, . . . , m.
Ora osserviamo che il coefficiente di grado n + m− 1 di f (X) · g(X) é
anbm−1 + an−1bm quindi,dal fatto che deve essere nullo e dalla relazione prece-

dentemente trovata, si ricava an−1bm = 0.
Allora, come fatto vedere prima, anche il polinomio an−1g(X) é un polinomio

di grado minore di m appartenente ad I. Da ció segue an−1g(X) = 0 e quindi
an−1bi = 0 per ogni i = 0, . . . , m.

Procedendo in questa maniera, sfruttando il fatto che da anbi = 0, an−1bi =
0, . . . , an−kbi = 0 per ogni i = 0, . . . , m si puó sempre dedurre dalla forma del
coefficiente di grado m + n− k − 1 di f (X) · g(X) che an−k−1bm = 0, si dimostra
che aibm = 0 per ogni i = 0, . . . , n. Quindi bm é l’elemento di A \ 0 che cercavamo.
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SOLUZIONE del quesito del 9 febbraio 2015

Sia A = (ai,j) una matrice nilpotente n× n a coefficienti in un dominio di integrità
con unità R, i.e. A ∈ Rn,n tale che Ar = On×n per qualche intero r > 0.

Denotiamo con Aad la trasposta della matrice dei cofattori, i.e. la matrice il cui coeffi-
ciente ci,j sia il complemento algebrico del posto (j, i) di A. Dimostrare che

Aad = (−1)n+1An−1.

Presentiamo la soluzione inviata da Dario Luppino e Andrea Paratore con
piccole osservazioni inserite dalla Redazione:

Iniziamo con il provare che una matrice nilpotente A ha solo λ = 0 come unico
autovalore deducendo che il suo polinomio caratteristico sia cA(t) = (−1)ntn. Sia
K(R) il campo dei quozienti di R e sia K = K(R) la chiusura algebrica di K(R) e
sia λ ∈ K una radice di cA(t), il polinomio caratteristico di A e sia v ∈ Kn \ 0 un
autovettore relativo all’ autovalore λ, i.e.

Av = λv

Per induzione si ottiene
Ajv = λjv ∀j ∈N

ma essendo Ar = On×n risulta λrv = 0 e quindi λ = 0.
Altrimenti più in generale si osserva inizialmente che per definizione di matrice

nilpotente il polinomio minimo di A, pensata come matrice in K(R)n,n, è mA(t) =
ts con s ≥ 1. Quindi si conclude ricordando che per una matrice con coefficienti
in un campo K il polinomio minimo e il polinomio caratteristico hanno gli stessi
fattori irriducibili in K[t].

Ricordiamo che esiste un isomorfismo naturale tra K(R)n,n[t] e (K(R)[t])n,n la
cui restrizione a K(R)[t] è l’ identità (un polinomio matriciale è una matrice polinomiale
e viceversa).

Consideriamo ora (A− tI)ad, la matrice aggiunta di A− tI. Dalle formule di
Laplace otteniamo:

(A− tI)ad · (A− tI) = det(A− tI)I

ma essendo det(A− tI) = cA(t) = (−1)ntn si ha

(A− tI)ad(A− tI) = (−1)ntn I.

Se scriviamo (A− tI)ad =
n−1

∑
i=0

Biti con Bi ∈ K(R)n,n, dove B0 = Aad, otteniamo
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n−1

∑
i=0

Biti(A− tI) = (−1)ntn I

Aad A + (B1A− B0)t + · · ·+ (Bn−1A− Bn−2)tn−1 − Bn−1tn = (−1)ntn I.

Eguagliano i coefficienti dei termini dello stesso grado dei due membri si ha

Bn−1 = (−1)n+1 I

Bi A− Bi−1 = On×n ∀ i = 1, . . . , n− 1

da cui deduciamo

Aad = B0 = B1A = (B2A)A = · · · = Bn−1An−1 = (−1)n+1 IAn−1 = (−1)n+1An−1.

SOLUZIONE del quesito del 26 gennaio 2015

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K avente dimensione finita n ≥ 1. Provare le
seguente affermazioni:

1. Se K è infinito, allora V non è unione di un numero finito di sottospazi vettoriali
propri.

2. Se K è non numerabile, allora V non è unione di una famiglia numerabile di sotto-
pazi vettoriali propri.

Presentiamo la soluzione inviata da Dario Luppino e Andrea Paratore con
piccole osservazioni inserite dalla Redazione:

Dimostrazione Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia dim V = n ≥ 1.
Possiamo sempre identificare, a meno di un isomorfismo, V con lo spazio vettoriale
Kn. Se W è un sottospazio vettoriale proprio di V, allora dim W ≤ n− 1, e quindi i
vettori (x1, x2, . . . , xn) di un tale sottospazio soddisfano delle equazioni lineari del
tipo

a1ix1 + a2ix2 + · · ·+ anixn = 0 con i = 1, . . . , n− dim W.

Se consideriamo l’insieme dei vettori

X = {(1, t, t2, . . . , tn−1) : t ∈ K}

Ogni sottospazio vettoriale proprio W interseca X in al più un numero finito di
punti: infatti, se v = (1, t, t2, . . . , tn−1) ∈ X ∩W, allora

a1i + a2it + · · ·+ anitn−1 = 0 con i = 1, . . . , n− dim W,
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ma un tale sistema ammette al più n− 1 soluzioni distinte, quindi |W ∩ X| ≤
n− 1.

1. se |K| = ∞, allora anche |X| = ∞ e comunque presa un’unione finita di

sottospazi propri
r⋃

j=1

Uj, risulta

|(
r⋃

j=1

Uj) ∩ X| < ∞,

in quanto un’unione finita di sottoinsiemi finiti ha cardinalità finita. Quindi

X 6⊂
r⋃

j=1

Uj, ma essendo X ⊂ V, risulta V 6=
r⋃

j=1

Uj.

2. se |K| > |N| = ω, allora anche |X| = ω e comunque presa un’unione
numerabile di sottospazi propri

⋃
j∈ω

Uj, risulta

|(
⋃
j∈ω

Uj) ∩ X| ≤ ω,

in quanto un’unione numerabile di sottoinsiemi finiti è al più numerabile.
Quindi X 6⊂

⋃
j∈ω

Uj, ma essendo X ⊂ V, risulta V 6=
⋃
j∈ω

Uj.

La Redazione osserva altre formulazioni possibili: uno spazio affine su un cam-
po infinito non è mai unione di suoi sottospazi lineari affini propri (analogo enun-
ciato per il caso 2 di cui sopra). Infine osserviamo che lo spazio vettoriale dei
polinomi con coefficienti reali in una variabile ha dimensione infinita su R ma è
unione di una infinità numerabile di sottospazi vettoriali propri (ad esempio dei
sottospazi dei polinomi di grado minore o uguale a d, d ∈N).
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SOLUZIONE del quesito del 12 gennaio 2015

Calcolare il seguente limite:

lim
y→0+

y ·
∫ ∞+

0

√
x2 + 1e−yx2

dx

Posto x = t/
√

y si ha

y
+∞∫
0

√
x2 + 1 e−yx2

dx =
√

y
+∞∫
0

√
t2/y + 1 e−t2

dt =

=

+∞∫
0

√
y + t2 e−t2

dt

Passando al limite sotto il segno di integrale si ottiene

+∞∫
0

te−t2
dt

che si calcola facilmente. Il limite richiesto pari a 1/2.
Per garantire il passaggio al limite sotto il segno di integrale sufficiente esi-

bire una funzione - indipendente da y e sommabile - maggiorante l’argomento
dell’integrale. Siccome y→ 0+, lecito supporre 0 < y < 1 da cui√

y + t2 e−t2 ≤
√

1 + t2 e−t2 ∈ L1([0,+∞[) .
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SOLUZIONE del quesito del 12 dicembre 2014

Sia A ∈ Kn,n una matrice quadrata n× n con coefficienti nel campo K. Dato p(t) =
adtd + ad−1td−1 + . . . + a1t + a0 ∈ K[t] polinomio di grado d, i.e. ad 6= 0, nella variabile
t e con coefficienti in K, i.e. ai ∈ K, definiamo

p(A) = ad Ad + ad−1Ad−1 + . . . + a1A + a0 In×n ∈ Kn,n,

dove In×n ∈ Kn,n è la matrice identità.
Diremo che p(t) si annulla su A se p(A) = On×n (matrice nulla n× n).
Il polinomio minimo mA(t) di A è il polinomio monico di minor grado che si annulla

su A.
Siano A, B, C ∈ Kn,n tali che

1. A · C = C · B;

2. mA(t) e mB(t) sono coprimi tra loro (il loro massimo comun divisore è il polinomio
1).

Provare che C = On×n.

Dimostrazione Dall’ ipotesi (1) per induzione si ottiene che per ogni intero m ≥ 1
vale Am · C = C · Bm e quindi che per ogni polinomio p(t) ∈ K[t] abbiamo

p(A) · C = C · p(B).

L’ ipotesi (2) garantisce l’ esistenza di polinomi r(t), s(t) ∈ K[t] tali che

1 = mA(t)r(t) + mB(t)s(t).

Valutando questa relazione in A otteniamo

In×n = mB(A) · s(A).

Moltiplicando a sinistra per C ottieniamo

C = C · (mB(A) · s(A)) = (C ·mB(A)) · s(A) = (mB(B) ·C) · s(A) = On×n · s(A) = On×n.
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