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Da classici risultati alla Geometria Algebrica

Risultati classici

Vi segnalo alcuni classici risultati che possono essere considerati
alcuni dei punti di partenza di una ricerca in Geometria algebrica che è
ancora ben lontana dall’essere conclusa.

Teorema (1 - A scuola)
Per 3 punti non allineati passa una ed una sola circonferenza.

Teorema (2 - All’Università))
Per 5 punti comunque assegnati nel piano passa almeno una conica.
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Da classici risultati alla Geometria Algebrica

Risultati classici

Teorema (3 - A scuola)
Se 4 punti stanno su una circonferenza allora gli angoli opposti del
quadrilatero che essi formano sono supplementari.

Teorema (4 - All’Università)
Se per 5 punti passano più coniche, almeno 4 di essi sono allineati.

Teorema (5 - Teorema di Pascal, generalizzazione di un Teorema di
Pappo di Alessandria)

Se A, B, C, sono 3 punti di una retta di un piano ed A′, B′, C′, sono 3
punti di un’altra retta dello stesso piano, allora i punti P1 = AA′ ∩ BC′,
P2 = BB′ ∩ A′C, P3 = CC′ ∩ AB′, sono allineati.
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Da classici risultati alla Geometria Algebrica

Problemi

Problema (1)

Dato un insieme X di punti del piano “quante” sono le curve di un dato
grado d che vi passano?

Problema (2)

Sapendo “quante” sono le curve di grado d che passano per l’insieme
X trovare informazioni sulla geometria di X .

Problema (3)

Sapendo che X giace su una data curva (di grado “basso”) e che C1 e
C2 sono due curve che contengono X cosa possiamo dire della
“geometria” di C1 ∩ C2 \ X?
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Da classici risultati alla Geometria Algebrica

Terminologia

I primi due problemi, come vedremo, hanno a che fare con la funzione
di Hilbert di X , il terzo problema ha invece a che fare con la Teoria
della Liaison.

R =k [x0, x1, . . . , xn] indica l’anello dei polinomi a coefficienti in un
campo k (posssibilmente algebricamente chiuso o più semplicemente
k =C il campo dei numeri complessi).

R =R0 ⊕ R1 ⊕ . . .Ri ⊕ . . .

dove ogni Ri indica l’insieme delle forme di grado i in R.

Notare che ogni Rd è un k -spazio vettoriale di dimensione finita e si ha

dim Rd =
(d+n

n

)
.
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Da classici risultati alla Geometria Algebrica

Terminologia

Sia X ⊂ Pn si indica con

I(X )d = {f ∈ Rd | f (P) = 0 ∀ P ∈ X}

Osserviamo che I(X )d è un sottospazio di Rd e che

I(X ) =
⊕
i≥0

I(X )i

è un ideale dell’anello R.
L’anello A = R/I(X ) si chiamal’anello delle coordinate della varietà X .

Banalizzando il concetto, potremmo dire che la Geometria Algebrica
studia le proprietà geometriche di X utilizzando le proprietà algebriche
di A = R/I(X ) o, direttamente, di I(X ).
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La Funzione di Hilbert

La funzione ed il polinomio di Hilbert

Definizione (1)

Sia X ⊂ Pn si chiama funzione di Hilbert di X la funzione

HF (X , ·) : N→ N

definita da

HF (X ,d) = dimk (R/I(X ))d = dimk Rd − dimk I(X )d .

Teorema (6 - Hilbert-Samuel)

Sia X ⊂ Pn una qualunque varietà algebrica, esiste un intero m > 0
tale che la funzione di Hilbert HF (X , i) è un polinomio per ogni i > m.
Tale polinomio P(X , i) è detto il polinomio di Hilbert della varietà X .
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La Funzione di Hilbert

La funzione ed il polinomio di Hilbert

Anche il polinomio di Hilbert (anche se in misura minore) contiene
informazioni geometriche della varietà. Ad esempio, il grado del
polinomio di Hilbert è uguale alla dimensione della varietà.

Corollario (1)

Se X ⊂ Pn è un insieme finito di punti il suo polinomio di Hilbert è una
costante, ovvero esiste un intero m per cui HF (X , i) = |X | per ogni
i > m.
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La Funzione di Hilbert

Proprietà della funzione di Hilbert

Per caratterizzare le funzioni di Hilbert abbiamo bisogno di alcune
posizioni:

i-espansione binomiale di h

h =

(
ci

i

)
+

(
ci−1

i − 1

)
+ · · ·+

(
cj

j

)
dove ci > ci−1 > . . . > cj ≥ 1;

h<i> =

(
ci + 1
i + 1

)
+

(
ci−1 + 1

i

)
+ · · ·+

(
cj + 1
j + 1

)
Una successione di interi H = {hi}i≥0 è detta una O-sequenza se per
ogni i si ha hi+1 ≤ h<i>

i .

Se H = {hi} è una successione di interi ∆H denoterà la successione
∆H = {hi − hi−1} (h−1 = 0 per convenzione).
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La Funzione di Hilbert

Proprietà della funzione di Hilbert

1. HF (X ) è una funzione non decrescente.

2. Se HF (X , i) = HF (X , i + 1) allora HF (X , j) = HF (X , i) per ogni
j ≥ i ed in tal caso X sarà un insieme finito di punti e
HF (X , i) = |X |.

3. Struttura della funzione di Hilbert per un insieme finito di
punti (Stanley 1978) Una successione di interi H è la funzione di
Hilbert per un insieme finito di punti se e solo se H e ∆H sono
O-sequenze.
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La Funzione di Hilbert

Proprietà della funzione di Hilbert

4. Nel caso di P2 il risultato di Stanley si traduce così

∆H(X , i) =


i + 1 0 ≤ i < a
a a ≤ i < b
ci i ≥ b

dove ci ≥ ci+1.

5. Nel caso in cui X è la (completa) intersezione di due curve di P2,
di gradi a e b, la sua funzione di Hilbert è data da

∆H(X , i) =


i + 1 0 ≤ i < a
a a ≤ i < b
a + b − 1− i b ≤ i ≤ a + b − 1

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 12 / 38
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La Funzione di Hilbert

Esempi

Esempio (1)
Attenzione! Consideriamo la successione H

1 3 6 10 11 13 13→

questa non è la funzione di Hilbert di alcun insieme di 13 punti (del
piano) in quanto essa è una O-sequenza (non decrescente) ma la sua
differenza prima ∆H

1 2 3 4 1 2 0 0→

non è una O-sequenza.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 13 / 38



university-logo-filename

La Funzione di Hilbert

Esempi

Esempio (2)
Quali sono tutte le possibili funzioni di Hilbert di 7 punti del piano?
Eccole:

a. 1 2 3 4 5 6 7;

b. 1 3 4 5 6 7;

c. 1 3 5 6 7;

d. 1 3 5 7;

e. 1 3 6 7.
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La Funzione di Hilbert

Esempi

• • • • • • • Xa

• • • • •• Xb
•

• • • • • Xc
••

• • •• Xd
• • •

• • •• • • • Xe
•• oppure • • •
• •
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La Funzione di Hilbert

Ancora sulla funzione di Hilbert

Se ∆H è la differenza prima di una possibile funzione di Hilbert H di un
insieme di punti del piano vi è un metodo elegante ed elementare per
trovare un insieme di punti con tale funzione di Hilbert. Ad esempio, se

∆H = 1 2 3 4 5 5 3 1 0→

Rappresentando tale funzione in un sistema di coordinate i ,∆H si ha

• •
• • •

• • • • •
• • • • • •

• • • • • • • •

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 16 / 38



university-logo-filename

La Funzione di Hilbert

Ancora sulla funzione di Hilbert

Se ∆H è la differenza prima di una possibile funzione di Hilbert H di un
insieme di punti del piano vi è un metodo elegante ed elementare per
trovare un insieme di punti con tale funzione di Hilbert. Ad esempio, se

∆H = 1 2 3 4 5 5 3 1 0→

Rappresentando tale funzione in un sistema di coordinate i ,∆H si ha

• •
• • •

• • • • •
• • • • • •

• • • • • • • •

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 16 / 38



university-logo-filename

La Funzione di Hilbert

Ancora sulla funzione di Hilbert

Notiamo che vi possono essere più insiemi, geometricamente molto
differenti, che hanno la stessa funzione di Hilbert.

Esempio (3)
Consideriamo la seguente funzione di Hilbert di 25 punti del piano
H : 1 3 6 10 15 20 24 25 →

∆H : 1 2 3 4 5 5 4 1 0

I seguenti 4 insiemi hanno tutti quella funzione di Hilbert:

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 17 / 38
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La Funzione di Hilbert

Ancora sulla funzione di Hilbert

X1 • • • • • • •
• • • • • • •
• • • • •
• • •
• • •

X2 • • • • • • •
• • • • • • •
• • • • •
• • • •
• •

X3 • • • • • • • •
• • • • • •
• • • • •
• • •
• • •
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X4 • • • • • • • •
• • • • • •
• • • • •
• • • •
• •
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Applicazioni della funzione di Hilbert

Generalizzazioni

Vediamo adesso come i risulati classici enunciati all’inizio possono
essere generalizzati.

Teorema (7)

Per n punti qualsiasi del piano passano almeno
(d+2

2

)
− n curve di

grado d .

Applicazione 1. Questo risultato generalizza il Teorema 2. Infatti,
presi 5 punti X del piano la sua funzione di Hilbert può essere
1 2 3 4 5→, oppure 1 3 4 5→, oppure 1 3 5→, quindi
I(X )2 =

(2+2
2

)
− HF (X ,2) ≥ 1, cioè per X passa almeno una conica.

Nota che se n ≥
(d+2

2

)
, per n punti potrebbe non passsare alcuna

curva di grado d .
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Applicazioni della funzione di Hilbert

Generalizzazioni

Theorem (8 - Davis, Maggioni- xx - 1984)

Sia X un insieme di punti di P2 per cui
∆HF (X , i) = ∆HF (X , i + 1) = c. Allora

m = c(2i + 5− c)/2 +
∑

j>i+1

HF (X , j)

punti di X giacciono su una curva di grado c.

Vediamo come questo risultato generalizza il Teorema 4.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 21 / 38



university-logo-filename

Applicazioni della funzione di Hilbert

Generalizzazioni

Theorem (8 - Davis, Maggioni- xx - 1984)

Sia X un insieme di punti di P2 per cui
∆HF (X , i) = ∆HF (X , i + 1) = c. Allora

m = c(2i + 5− c)/2 +
∑

j>i+1

HF (X , j)

punti di X giacciono su una curva di grado c.

Vediamo come questo risultato generalizza il Teorema 4.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 21 / 38



university-logo-filename

Applicazioni della funzione di Hilbert

Generalizzazioni

Applicazione 2. Se per 5 punti X del piano passano più coniche, cioè
HF (X ,2) ≤ 4, la funzione di Hilbert può essere solo H = 1 2 3 4 5→,
oppure H = 1 3 4 5→, quindi ∆H = 1 1 1 1 1 oppure 1 2 1 1. Nel
primo caso ∆HF (X ,3) = ∆HF (X ,4) = 1 per cui dalla precedente
formula si ha che almeno 5 punti di X (cioè tutti) stanno su una retta.
Nel secondo caso ∆HF (X ,2) = ∆HF (X ,3) = 1 per cui dalla
precedente formula si ha che almeno 4 punti di X stanno su una retta.

Ma ovviamente il risultato ha tante altre applicazione. Vediamo ad
esempio la seguente.
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Applicazioni della funzione di Hilbert

Generalizzazioni

Applicazione 3. Cosa possiamo dire di 10 punti del piano per cui non
passa alcuna conica ma vi passano due cubiche (distinte)?
La risposta è che si hanno due possibilità:

a) 9 dei 10 punti stanno su una conica;
b) 6 dei 10 punti stanno su una retta.

Basta osservare che le possibili funzioni di Hilbert di siffatti 10 punti
possono essere: H1 = 1 3 6 7 8 9 10→, H2 = 1 3 6 8 10→,
H3 = 1 3 6 8 9 10→, da cui
∆H1 = 1 2 3 1 1 1 1 ∆H2 = 1 2 3 2 2 ∆H3 = 1 2 3 2 1 1 .
Nel caso H1 applicando la formula precedente, 7 dei 10 punti stanno
su una retta (quindi 9 su una conica); nel caso H2 9 dei 10 punti stanno
su una conica; nel caso H3 invece 6 dei 10 punti stanno su una retta.
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Ulteriori sviluppi: i numeri di Betti

Generatori e numeri di Betti

Osservazione (1)
Sia X un insieme di 4 punti, 3 a 3 non allineati ed Y un insieme di 4
punti di cui 3 (e solo 3) su una retta. Entrambi hanno H : 1 3 4→
come funzione di Hilbert. Cosa allora li differenzia algebricamente?
• Se f e g sono due coniche distinte contenenti X , il luogo base delle
coniche da esse individuato è proprio X , allora per il ben noto Teorema
AF+BG di Noether ogni curva h passante per X sarà del tipo af + bg,
in altri termini l’ideale I(X ) = (f ,g).
• Se f e g sono due coniche distinte per Y , il luogo base delle coniche
da esse individuate consiste in una retta ed un punto, sicchè
(f ,g) ⊂ I(Y ). Non è difficile provare che esiste una cubica h per cui
I(Y ) = (f ,g,h).
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Ulteriori sviluppi: i numeri di Betti

Generatori e numeri di Betti

Allora il numero minimo di generatori di I(X ) ed i loro gradi sono un
ulteriore strumento algebrico che caratterizza proprietà geometriche
dell’insieme X .

Problema (4)

Se X ha funzione di Hilbert H qual è il numero minimo ν(I(X )) di
generatori di I(X ), e quali sono i loro gradi?

Teorema (8 - Dubreil)
Se s è il più piccolo grado di una curva passante per un insieme X di
punti del piano, allora

ν(I(X )) ≤ s + 1.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 25 / 38



university-logo-filename

Ulteriori sviluppi: i numeri di Betti

Generatori e numeri di Betti

Allora il numero minimo di generatori di I(X ) ed i loro gradi sono un
ulteriore strumento algebrico che caratterizza proprietà geometriche
dell’insieme X .

Problema (4)

Se X ha funzione di Hilbert H qual è il numero minimo ν(I(X )) di
generatori di I(X ), e quali sono i loro gradi?

Teorema (8 - Dubreil)
Se s è il più piccolo grado di una curva passante per un insieme X di
punti del piano, allora

ν(I(X )) ≤ s + 1.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 25 / 38



university-logo-filename

Ulteriori sviluppi: i numeri di Betti

Generatori e numeri di Betti

Allora il numero minimo di generatori di I(X ) ed i loro gradi sono un
ulteriore strumento algebrico che caratterizza proprietà geometriche
dell’insieme X .

Problema (4)

Se X ha funzione di Hilbert H qual è il numero minimo ν(I(X )) di
generatori di I(X ), e quali sono i loro gradi?

Teorema (8 - Dubreil)
Se s è il più piccolo grado di una curva passante per un insieme X di
punti del piano, allora

ν(I(X )) ≤ s + 1.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 25 / 38



university-logo-filename

Ulteriori sviluppi: i numeri di Betti

Generatori e numeri di Betti

Una risposta generale al problema precedente e che porta ad una
generalizzazione del Teorema di Dubreil è il seguente

Teorema (9 - Maggioni-xx 1987)

Sia X un insieme di punti del piano con funzione di Hilbert H allora il
numero di generatori, αi , di grado i per I(X ) soddisfa le condizioni

[−∆3H(X , i)]+ ≤ αi ≤ −∆2H(X , i)

per ogni i > s e αs = −∆3H(X , s) = −∆2H(X , s) + 1. (s il più piccolo
grado di una curva passante per X)
Inoltre, tutte le possibilità sono realizzabili.

Osservato che
∑

i≥s −∆2H(X , i) = s, si vede come il suddetto
teorema generalizzi il teorema di Dubreil.
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I numeri di Betti graduati

Generatori e numeri di Betti

Esempio (4)
Per la HF H : 1 3 4 → si ha

∆2H : 1 1 − 1 − 1 0 e ∆3H : 1 0 − 2 0 1 0.

Sicchè α2 = 2 e 0 ≤ α3 ≤ 1.

Esempio (5)
Riprendiamo i 25 punti con HF

H : 1 3 6 10 15 20 24 25 → .

Per tale HF si ha

∆2H : 1 1 1 1 1 0 − 1 − 3 − 1 0

∆3H : 1 0 0 0 0 − 1 − 1 − 2 2 1 0

sicchè α5 = 1,1 ≤ α6 ≤ 1,2 ≤ α7 ≤ 3,0 ≤ α8 ≤ 1.
Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 27 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Generatori e numeri di Betti

Esempio (4)
Per la HF H : 1 3 4 → si ha

∆2H : 1 1 − 1 − 1 0 e ∆3H : 1 0 − 2 0 1 0.

Sicchè α2 = 2 e 0 ≤ α3 ≤ 1.

Esempio (5)
Riprendiamo i 25 punti con HF

H : 1 3 6 10 15 20 24 25 → .

Per tale HF si ha

∆2H : 1 1 1 1 1 0 − 1 − 3 − 1 0

∆3H : 1 0 0 0 0 − 1 − 1 − 2 2 1 0

sicchè α5 = 1,1 ≤ α6 ≤ 1,2 ≤ α7 ≤ 3,0 ≤ α8 ≤ 1.
Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 27 / 38



university-logo-filename
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Generatori e numeri di Betti

sicchè α5 = 1, 1 ≤ α6 ≤ 1, 2 ≤ α7 ≤ 3, 0 ≤ α8 ≤ 1.

Vi sono così 4 possibilità (vedi gli insiemi X1, X2, X3, X4):

X4 i cui gradi dei generatori sono 5 6 7 7 7 8;

X3 i cui gradi dei generatori sono 5 6 7 7 8;

X2 i cui gradi dei generatori sono 5 6 7 7 7;

X1 i cui gradi dei generatori sono 5 6 7 7.
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I numeri di Betti graduati

Generatori e numeri di Betti

Ma le cose non vanno sempre bene come in P2 , ovvero in
codimensione 2, cioè si possono facilmente trovare esempi di varietà
X ed Y che hanno stessa funzione di Hilbert, stesso numero di
generatori minimali e stessi gradi di tali generatori eppure
geometricamente differenti. Un esempio è dato dai seguenti due
insiemi di 16 punti di P3
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I numeri di Betti graduati

Generatori e numeri di Betti

X = {P1 = (0,0,0,1),P2 = (0,0,1,1),P3 = (0,0,2,1),P4 = (0,0,3,1),

P5 = (0,1,0,1),P6 = (0,1,1,1),P7 = (0,1,2,1),P8 = (0,2,0,1),

P9 = (0,2,1,1),P10 = (1,0,0,1),P11 = (1,0,1,1),P12 = (1,0,2,1),

P13 = (1,1,0,1),P14 = (1,1,1,1),P15 = (2,0,0,1),P16 = (2,0,1,1)}

Y = {P1 = (0,0,0,1),P2 = (0,0,1,1),P3 = (0,0,2,1),P4 = (0,0,3,1),

P5 = (0,1,0,1),P6 = (0,1,1,1),P7 = (0,1,2,1),P8 = (0,2,0,1),

P9 = (0,2,1,1),P10 = (1,0,0,1),P11 = (1,0,1,1),P12 = (1,0,2,1),

P13 = (1,1,0,1),P14 = (1,1,1,1),P15 = (2,0,0,1),Q16 = (1,2,0,1)}
cioè Y = X \ {P16} ∪ {Q16}.
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I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

Entrambi questi insiemi hanno:

• HF : 1 3 6 10 16 →,

• numero minimo di generatori ν = 10,

• gradi dei generatori minimali 4 di grado 3 e 6 di grado 4.

Come differenziarli?
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I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

Sia allora X in Pn con anello delle coordinate A = R/I(X ).
Ricordiamo che R è un anello noetheriano e quindi i suoi ideali sono
finitamente generati (Hilbert). Sia c la codimensione di X (n − dimX ),
ovvero l’altezza dell’ideale I(X ).
Costruiamo una risoluzione libera minimale per A come R-modulo.

0→ Rmp → . . .→ Rm1 → R → A→ 0

Essa sarà lunga al più n (Hilbert) ed almeno c. Quando la lunghezza p
vale c la varietà si dice aritmeticamente Cohen-Macaulay (questo è ad
esempio il caso tutte le varietà di dimensione 0).
I numeri mi vengono detti “numeri di Betti globali” di X .
Ad esempio m1 = ν(I(X )).

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 32 / 38
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Syzygie e numeri di Betti graduati

La precedente risoluzione la si può rendere graduata ottenendo

0→ ⊕mp
i=1R(−api)→ . . .→ ⊕m1

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri {aji} vengono detti “numeri di Betti graduati” di X .
Ad esempio, i primi numeri di Betti graduati {a1i} sono i gradi dei
generatori minimali di I(X ). I successivi sono i gradi delle syzygie
minimali (prime, seconde, ecc.).La risoluzione libera minimale graduta
naturalmente contiene molte informazioni (come visto, il numero di
generatori minimali, i gradi di tali generatori) e tra le altre cose
permette di determinare la funzione di Hilbert. Infatti, per determinare
HF (X , j) basta per questo prendere il pezzo graduato di grado j

0→ [⊕iR(−api)]j → . . .→ [⊕iR(−a1i)]j → Rj → Aj → 0

HF (X , j) = dimkRj +
∑
h,i

(−1)hdimkRj−ahi

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 33 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

La precedente risoluzione la si può rendere graduata ottenendo

0→ ⊕mp
i=1R(−api)→ . . .→ ⊕m1

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri {aji} vengono detti “numeri di Betti graduati” di X .
Ad esempio, i primi numeri di Betti graduati {a1i} sono i gradi dei
generatori minimali di I(X ). I successivi sono i gradi delle syzygie
minimali (prime, seconde, ecc.).La risoluzione libera minimale graduta
naturalmente contiene molte informazioni (come visto, il numero di
generatori minimali, i gradi di tali generatori) e tra le altre cose
permette di determinare la funzione di Hilbert. Infatti, per determinare
HF (X , j) basta per questo prendere il pezzo graduato di grado j

0→ [⊕iR(−api)]j → . . .→ [⊕iR(−a1i)]j → Rj → Aj → 0

HF (X , j) = dimkRj +
∑
h,i

(−1)hdimkRj−ahi

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 33 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

La precedente risoluzione la si può rendere graduata ottenendo

0→ ⊕mp
i=1R(−api)→ . . .→ ⊕m1

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri {aji} vengono detti “numeri di Betti graduati” di X .
Ad esempio, i primi numeri di Betti graduati {a1i} sono i gradi dei
generatori minimali di I(X ). I successivi sono i gradi delle syzygie
minimali (prime, seconde, ecc.).La risoluzione libera minimale graduta
naturalmente contiene molte informazioni (come visto, il numero di
generatori minimali, i gradi di tali generatori) e tra le altre cose
permette di determinare la funzione di Hilbert. Infatti, per determinare
HF (X , j) basta per questo prendere il pezzo graduato di grado j

0→ [⊕iR(−api)]j → . . .→ [⊕iR(−a1i)]j → Rj → Aj → 0

HF (X , j) = dimkRj +
∑
h,i

(−1)hdimkRj−ahi

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 33 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

La precedente risoluzione la si può rendere graduata ottenendo

0→ ⊕mp
i=1R(−api)→ . . .→ ⊕m1

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri {aji} vengono detti “numeri di Betti graduati” di X .
Ad esempio, i primi numeri di Betti graduati {a1i} sono i gradi dei
generatori minimali di I(X ). I successivi sono i gradi delle syzygie
minimali (prime, seconde, ecc.).La risoluzione libera minimale graduta
naturalmente contiene molte informazioni (come visto, il numero di
generatori minimali, i gradi di tali generatori) e tra le altre cose
permette di determinare la funzione di Hilbert. Infatti, per determinare
HF (X , j) basta per questo prendere il pezzo graduato di grado j

0→ [⊕iR(−api)]j → . . .→ [⊕iR(−a1i)]j → Rj → Aj → 0

HF (X , j) = dimkRj +
∑
h,i

(−1)hdimkRj−ahi

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 33 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

La precedente risoluzione la si può rendere graduata ottenendo

0→ ⊕mp
i=1R(−api)→ . . .→ ⊕m1

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri {aji} vengono detti “numeri di Betti graduati” di X .
Ad esempio, i primi numeri di Betti graduati {a1i} sono i gradi dei
generatori minimali di I(X ). I successivi sono i gradi delle syzygie
minimali (prime, seconde, ecc.).La risoluzione libera minimale graduta
naturalmente contiene molte informazioni (come visto, il numero di
generatori minimali, i gradi di tali generatori) e tra le altre cose
permette di determinare la funzione di Hilbert. Infatti, per determinare
HF (X , j) basta per questo prendere il pezzo graduato di grado j

0→ [⊕iR(−api)]j → . . .→ [⊕iR(−a1i)]j → Rj → Aj → 0

HF (X , j) = dimkRj +
∑
h,i

(−1)hdimkRj−ahi

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 33 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

La precedente risoluzione la si può rendere graduata ottenendo

0→ ⊕mp
i=1R(−api)→ . . .→ ⊕m1

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri {aji} vengono detti “numeri di Betti graduati” di X .
Ad esempio, i primi numeri di Betti graduati {a1i} sono i gradi dei
generatori minimali di I(X ). I successivi sono i gradi delle syzygie
minimali (prime, seconde, ecc.).La risoluzione libera minimale graduta
naturalmente contiene molte informazioni (come visto, il numero di
generatori minimali, i gradi di tali generatori) e tra le altre cose
permette di determinare la funzione di Hilbert. Infatti, per determinare
HF (X , j) basta per questo prendere il pezzo graduato di grado j

0→ [⊕iR(−api)]j → . . .→ [⊕iR(−a1i)]j → Rj → Aj → 0

HF (X , j) = dimkRj +
∑
h,i

(−1)hdimkRj−ahi

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 33 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Syzygie e numeri di Betti graduati

Ad esempio, nel caso di punti del piano (o più in generale per varietà
aCM di codimensione 2) la risoluzione libera minimale appare nella
forma

0→ ⊕m−1
i=1 R(−a2i)→ ⊕m

i=1R(−a1i)→ R → A→ 0

ed i numeri di Betti graduati sonon caratterizzati dalle così dette
“condizioni di Gaeta”, cioè∑

i

a1i =
∑

i

a2i ; a2i > a1i+1 per ogni i = 1, . . . ,m − 1.

(Notare che in codimensione 2 la HF ed i gradi dei generatori minimali
determinano i gradi dell prime syzygie e quindi tutti i numeri di Betti
graduati. Ciò in codimensione > 2 è falso)

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 34 / 38
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Syzygie e numeri di Betti graduati

Ed in effetti, sono proprio i numeri di Betti graduati che riescono a
differenziare i due insiemi di 16 punti X , Y di cui abbiamo discusso.
Entrambi avevano stessa funzione di Hilbert ( 1 3 6 10 16 →, stesso
numero di genratori minimali (10) e stessi gradi dei generatori (4 di
grado 3 e 6 di grado 4). Ma i gradi delle prime e seconde syzygie
risultano diversi. Infatti, X possiede 3 prime syzygie di grado 4 e 12 di
grado 5, e 2 seconde syzygie di grado 6, mentre Y possiede 3 prime
syzygie di grado 4 e 13 di grado 5, e 1 seconda syzygia di grado 5 e 2
di grado 6. Cioè le loro risoluzioni libere minimali appaiono così

0→ R(−6)2 → R(−4)3 ⊕ R(−5)12 → R(−3)4 ⊕ R(−4)6 → R →

→ R/I(X )→ 0

0→ R(−5)⊕R(−6)2 → R(−4)3⊕R(−5)13 → R(−3)4⊕R(−4)6 → R →
→ R/I(Y )→ 0

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 35 / 38
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Teoria della liaison

Per concludere e dare una risposta al Problema 3 posto all’inizio,
diamo un breve cenno della Teoria della liaison.

Teorema (10 - Peskine - Szpiro 1974)

Se X è una varietà aCM di Pn di codimensione 2 la cui risoluzione
libera minimale è

0→ ⊕m−1
i=1 R(−a2i)→ ⊕m

i=1R(−a1i)→ R → R/I(X )→ 0,

se Z è una completa intersezione di tipo (a,b) contenente X (con
certe ipotesi di genericità) ed Y = Z \ X il legato di X in Z , allora,
posto d = a + b, una risoluzione libera (non necessariamente
minimale) di Y è

0→ ⊕m
i=1R(a1i − d)→ ⊕m−1

i=1 R(a2i − d)⊕R(−a)⊕R(−b)→ I(Y )→ 0.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 36 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Teoria della liaison

Per concludere e dare una risposta al Problema 3 posto all’inizio,
diamo un breve cenno della Teoria della liaison.

Teorema (10 - Peskine - Szpiro 1974)

Se X è una varietà aCM di Pn di codimensione 2 la cui risoluzione
libera minimale è

0→ ⊕m−1
i=1 R(−a2i)→ ⊕m

i=1R(−a1i)→ R → R/I(X )→ 0,

se Z è una completa intersezione di tipo (a,b) contenente X (con
certe ipotesi di genericità) ed Y = Z \ X il legato di X in Z , allora,
posto d = a + b, una risoluzione libera (non necessariamente
minimale) di Y è

0→ ⊕m
i=1R(a1i − d)→ ⊕m−1

i=1 R(a2i − d)⊕R(−a)⊕R(−b)→ I(Y )→ 0.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 36 / 38



university-logo-filename

I numeri di Betti graduati

Teoria della liaison

Tra le altre cose, questo risultato induce una relazione tra la HF di X e
quella di Y per mezzo della HF della completa intersezione Z che è
nota (in termini di a e b), precisamente

∆H(Y , i) = ∆H(Z ,a + b − 2− i)−∆H(X ,a + b − 2− i)

Applicando questo teorema sulla liaison al caso dei punti del piano,
siamo in grado di provare facilmente il Teorema di Pascal enunciato
all’inizio.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 37 / 38
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Teoria della liaison

Nel Teorema di Pascal i 6 punti X = {A,B,C,A′,B′,C′} stanno su due
rette, quindi su una conica (ed una sola), per cui la HF di X è:
1, 3, 5, 6, 6 . . . ovvero ∆H(X ) = 1, 2, 2, 1→ .

La completa intersezione delle due cubiche AA′ · BB′ · CC′ e
AB′ · BC′ · CA′ è costituita dai 9 punti Z = X ∪ {P1} ∪ {P2} ∪ {P3}, per
cui il legato di X in tale completa intersezione Z è Y = {P1,P2,P3}.
Poiché ∆H(Z ) = 1, 2, 3, 2, 1→, ne segue che ∆H(Y ) = 1, 1, 1→,
cioè i 3 punti sono allineati.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 38 / 38
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rette, quindi su una conica (ed una sola), per cui la HF di X è:
1, 3, 5, 6, 6 . . . ovvero ∆H(X ) = 1, 2, 2, 1→ .

La completa intersezione delle due cubiche AA′ · BB′ · CC′ e
AB′ · BC′ · CA′ è costituita dai 9 punti Z = X ∪ {P1} ∪ {P2} ∪ {P3}, per
cui il legato di X in tale completa intersezione Z è Y = {P1,P2,P3}.
Poiché ∆H(Z ) = 1, 2, 3, 2, 1→, ne segue che ∆H(Y ) = 1, 1, 1→,
cioè i 3 punti sono allineati.

Alfio Ragusa (Univ. Catania) La funzione di Hilbert e i numeri di Betti tra Algebra e GeometriaGennaio, 2014 38 / 38


	Da classici risultati alla Geometria Algebrica
	La Funzione di Hilbert
	Applicazioni della funzione di Hilbert
	Ulteriori sviluppi: i numeri di Betti
	I numeri di Betti graduati

